Séries de Fourier

e Outil pratique qui permet de transformer des fonctions en sommes de

fonctions périodiques (sinus et cosinus) plus simples.

e Il est plus facile de connaitre les propriétés de la fonction en analysant les

propriétés de chacune des composantes.




Exemple: créneau de période m en Fourier







1
Yy = COST — §0083x
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Yy = COST — §0083x+50085x
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Y = COS x—g COS 3:1:+5 COS 5:1:...—E COS 19:1:+i cos 21z
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Séries de Fourier

Soit une fonction périodique, de période T'. On peut décomposer f sous la

forme d’une somme infinie de signaux sinusoidaux:

S 2
f(t)=a,+ Z ay, cos(nwt) + by, sin(nwt) avec w = il

T

n=1
® a,: terme constant
ea cos(wt) + by sin(wt): composante fondamentale caractérisée par les
valeurs aq et b;.
e ...+ a, cos(nwt) + b, sin(nwt) + ...: harmoniques (multiples de la fréquence
principale) caractérisées par les valeurs des autres coefficients de Fourier a,,
et b,,.




Coeflicients de Fourier

a, et b, nombres réels.

T
0y — % /O F(t)dt

T
Ay = %/ f(t) cos(nwt)dt
0

T
by — % /0 £(t) sin(nwt)dt




Harmoniques de rang n

an, cos(nwt) + by, sin(nwt) = A,, cos(nwt — ¢,)

b, .
A, =+a2 +b2 et tangp,=— si a, #0

An

A,, représente 'amplitude, 2—7; la période et ,, la phase.




Droite en Fourier

e Soit une fonction f(x) = x dans l'intervalle —7 < z < 7.

e Détermination des coefficients:
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avec 2 coefficients avec 5 coefficients

-2 0 2 -2 0 2

avec 10 coefficients avec 50 coefficients




Propriétés

o f réelle et paire = f(-t)=f(t)
2 2m

T

N~

T

T
b, = = /0 F(B)sin(ne) dt =0

4

fonction impaire

o f réelle et impaire = f(-t)=-f(t)

/ f cos —nt) dt =0

fonctzon impaire




Propriétés

Z_ 2mn . 27r 2T 27

G - Sin Tn t) + by n cos(Tnt)

f étant une série entiere, on obtient f’ en dérivant terme & terme.




Coefficients complexes

Série de Fourier:

oo

1 T

27
E cre T Rt avec ¢, complexe: c¢p = — f

k=—o0

1" Jo

Propositions:

Ao — Co
A = Cr + C_g
bk = i(Ck — C_k)

e unicité du développement

o lim ¢, =0
|k|—o00

e Dérivation:

() = (52)" ey




Transformée de Fourier

e On considere une fonction non périodique comme une fonction de période
infinie

°o W, = 2”7" varie de —oo a +00.

e Si n tend vers l'infini, w,, tend vers une variable continue w

= La série de Fourier devient:

1 +00 . +00 ‘
2—/ F(w)e™'dw avec F(w) :/ f(t)e “tdt
-

— 00 — 00




Transformeée de Fourier - Définition

On appelle Transformée de Fourier d’une fonction f

+00 .
6_27muxf(£8)d$

On note F' = TF|[f].

Remarque:

ux doit étre sans dimension
- Si x est le temps, u sera une fréquence en Hz

- Si u est une longueur, u sera un nombre d’onde en m~!.

Transformée de Fourier inverse:




Propriétés

e Dérivation:
d"F(u)

du™
e Transformée de Fourier de la dérivée d’une fonction:

") (@} — (2mu)n TF[f]

dx™

= (=2m)" TF[z" f(z)]

TF{

e '[ranslation et similitude:

TF(f(z —a)] = e "™ TF[f]

TF(f(ax)] = P (%)




Exemple: Transformée de Fourier de la

focntion Porte

TF(u) = [T2°e 2™ ](z)dx
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Fonction Porte Sinus cardinal




