Intro duction rapide sur les Harmoniques

Spherigues

Pour I'etude des champs gravitationnel et magnetique on est amene a resoudre
I'equation de Laplace V = 0.

Les solutions de cette equation sornt des fonctions spheriques appeleesharmoniques
spheriques globales.

On introduit sur la surface de la sphere, une base de fonctions spheriques sur
laquelle on peurra decomposer judicieusemen tout champ scalaire.




Resolution de I' equation de Laplace
en coordonn ees spheriques

Soit a resoudre,|'equation V = 0 qui s'ecrit en coordonneesspheriques:
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On cherche une solution de cette equation par separation de variable:

Vi, ;")=FfMmF(:")

ou F( ;') estune fonction dependant de et'.




En substituant dans (??) on obtient:
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Le membre de droite ne depend que de ( ;' ) et le membre de gauche der : chaque
membre doit &tre constant. D'ou le systeme:
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La premiere equation de ce systeme s'ecrit:
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Posonscste= ( + 1).
La solution est de la forme:




La deuxieme equation du syteme (?7?) s'ecrit:
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Cherchons des solutions par separation desvariables: F( ;') = A( )B(' ).
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Oou encore.
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La solution de la deuxieme equation est:

B(')=Bicosm' + Bysinm'

La premiere equation peut s' ecrire:
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Posonsu = cos ; in ; —dZA =  COS dA + sin? d°A

L' equation devient:




Pour non entier, on obtient des solutions qui tendent versl'inni quand
u! 1.

Les seulessolutions physiquemert admissibles sort donc cellespour lesquelles
=n2N.,

Cette equation di erertielle a pour solutions les polyndmesde Legendre assaies
de nis par, avecjmj n:
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Pl et P, ™ sont 2 fonctions propres correspondant a la m&me valeur propre
n(n + 1), mais enrealite, ils sort proportionnels. On a en e et la relation:
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PosonsY,“( ;') = P."(cos )cosm' ; et Y, (;')= Pl (cos )sinm'

Pour n x e,il y a(2n + 1) fonctions Y, [Y, " ].

Solution generale de I' equation de Laplace en coordonneesspheriques:
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Normes des polyn“omes de Legendre

L'espace des fonctions spherigues est rgu% du produit hermitique :

<F:G>= FGsin d d'

Les P" sort non normes.
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PosonsY,"“( ;' )= P."(cos )cosm' ; et Y,°(:;')= P, (cos )sinm'
Les Y, [Y,"® ] sont orthogonales mais ne sort pas normees.

<Y™:YC>=0 pour n6 k and m6 |
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En geophysique on travaille souvent avec desharmoniquesspheriquesdites
"normalisees",an d'eviter d'avoir descoe cien ts d'amplitude trespetite
multipli espar un polyndme d'amplitude tresgrande.

On peut de nir, par exemple:
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Fonctions
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Quelques relations

Il existe desrelations de recurrencesur les polyndmesde Legendre. Ces relations
sont tresutiles lorsque I'on fait des calculs avec des polyndmesde Legendre car
elles nous permettent d'ordonner les series suivant un degre n ou un ordre m.
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Representation de guelgues
harmoniques spheriques




Harmonique spheriquen =1, m= 0




Harmonique spheriqgquen =2, m= 0
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Harmonique spheriqgquen =2, m=1
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Harmonique spheriqgquen = 2, m = 2
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Harmonique spherigquen = 36, m =0
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Harmonique spheriqguen = 36, m = 12
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Harmonique spheriquen = 36, m = 24
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Harmonique spheriquen = 36, m = 36
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Exemple: la top ographie terrestre

Carte de la top ographie terrestre h( ;') "telle qu'elle est", c'est dire, une valeur d'altitude

toutes les 10 min utes (6 points par degre).
On obtien t une grille de 1080x2160 points, c'est dire 2332800 points !

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html
On va decomp oser ce champ scalaire en harmoniques spheriques:
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Topographie de degren=0

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren=1

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren= 2

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren= 3

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren = 4

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren=5

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie de degren=6

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie sommee sur les degresn = 1::6

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie sommee sur les degresn = 1::16

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Topographie sommee sur les degres n = 1::36

from http://www.ge ologie.ens.fr/  vigny/c ours/chp-gphy-2.html




Carte de la top ographie terrestre "telle
qu'elle est", c'est dire, une valeur d'altitude
toutes les 10 min utes (6 points par degre).

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-

gphy-2.html

Carte de la  top ographie terrestre
decomposee sur la base des harmoniques
spheriques jusqu'au degrel = 36.

La carte est un peu "liss ee": les details les
plus ns, de taille caract eristique inferieure
a 1000 km (I = 36 =>= 1000km), sont
elimin es.




Spectre d'un champ

Le spectre d'un champ V est la suite in nie de nombre qui donne I'amplitude de
chacun destermes de degre n de la decomposition du champ.
Le spectre S(n) de ce champ est:
R 1
S(n) = 1 <V;V >
n=0

Un coe cien t S(n) eleve indique que la contribution de ce degre dans le champ
total est leve.

Pour un champ dont tous les coe cien ts S(n) sort du méme ordre de grandeur, on
parle de spectre plat.




Exemple: la top ographie terrestre

Spectre de la top ographie terrestre

On porte la valeur de coe cien t
S(n) en fonction de n.

Unites: les degres harmoniques
spheriques en abscisse,des metres en
ordonnee.

Courbe decroissarne: les bas degres
(les longueurs d'onde elevees)sont de
plus forte amplitude que les degres
leves (les courtes longueur d'onde)




Vecteurs spherigues

Un champ de vecteur peut €tre decompose sur une basede vecteursliesa ces

harmoniques spheriques:
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Sy =Y () et T =AY ()

|
Sh' et T sort tangents a la sphere.

|
Sh' est un vecteur irrotationnel dit poloedal.

I
T estun vecteur indivergertiel dit torosdal.

Le vecteur poloidal est perpendiculaire au courbes de niveau de I'harmonique
alors que le vecteur toroidal est tangent aux lignes de champ.




Exemple

Soit Y.2¢ = 3sin® cos2

On a alors
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On note N% = kY/°k =




Y2 et vecteur poloedal S
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Vecteur toroidal de degre 2 et ordre 2




