
In tro duction rapide sur les Harmoniques

Sph�eriques

Pour l' �etude des champs gravitationnel et magn�etique on est amen�e �a r�esoudre

l' �equation de Laplace � V = 0.
Les solutions de cette �equation sont des fonctions sph�eriques appel�eesharmoniques

sph�eriques globales.
On intro duit sur la surface de la sph�ere, une basede fonctions sph�eriques sur

laquelle on peurra d�ecomposer judicieusement tout champ scalaire.



R�esolution de l' �equation de Laplace
en coordonn �ees sph�eriques

Soit �a r�esoudre, l' �equation � V = 0 qui s'�ecrit en coordonn�eessph�eriques:
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On cherche une solution de cette �equation par s�eparation de variable:

V (r ; � ; ' ) = f (r )F (� ; ' )

o�u F (� ; ' ) est une fonction d�ependant de � et ' .



En substituant dans (??) on obtient:

F
r 2

d
dr

�
r 2 df

dr

�
+

f
r 2 sin �

@
@�

�
sin �

@F
@�

�
+

f
r 2 sin2 �

@2F
@' 2

= 0

D'o �u
1
f

d
dr

�
r 2 df

dr

�
= �

1
F sin �

@
@�

�
sin �

@F
@�

�
�

1
F sin2 �

@2F
@' 2

Le membre de droite ne d�epend que de (� ; ' ) et le membre de gauche de r : chaque
membre doit être constant. D'o �u le syst�eme:
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La premi�ere �equation de ce syst�eme s'�ecrit:
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Posonscste = � (� + 1).

La solution est de la forme:
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La deuxi�eme �equation du syt�eme (??) s'�ecrit:
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Cherchons des solutions par s�eparation des variables: F (� ; ' ) = A(� )B (' ).
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� La solution de la deuxi�eme �equation est:

B (' ) = B1 cosm' + B2 sin m'

� La premi�ere �equation peut s' �ecrire:
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� Pour � non entier, on obtient des solutions qui tendent vers l'in�ni quand

u ! � 1.
� Les seulessolutions physiquement admissibles sont donc cellespour lesquelles

� = n 2 N .
� Cette �equation di� �erentielle a pour solutions les polynômesde Legendre associ�es

d�e�nis par, avec jmj � n:
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PosonsY mc
n (� ; ' ) = P m
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Pour n �x �e, il y a (2n + 1) fonctions Y mc
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Solution g�en�erale de l' �equation de Laplace en coordonn�eessph�eriques:
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Normes des polyn ômes de Legendre
L'espace des fonctions sph�eriques est muni du produit hermitique :
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En g�eophysique on travaille souvent avec desharmoniquessph�eriquesdites
"normalis�ees", a�n d'�eviter d'avoir descoe�cien ts d'amplitude tr �espetite
multipli �espar un polynôme d'amplitude tr �esgrande.
On peut d�e�nir, par exemple:
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Fonctions
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Quelques relations
Il existe des relations de r�ecurrencesur les polynômesde Legendre. Ces relations
sont tr �es utiles lorsque l'on fait des calculs avec des polynômesde Legendre car

elles nous permettent d'ordonner les s�eries suivant un degr�e n ou un ordre m.
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Represen tation de quelques

harmoniques sph�eriques



Harmonique sph�erique n = 1, m = 0



Harmonique sph�erique n = 2, m = 0



Harmonique sph�erique n = 2, m = 1



Harmonique sph�erique n = 2, m = 2



Harmonique sph�erique n = 36, m = 0



Harmonique sph�erique n = 36, m = 12



Harmonique sph�erique n = 36, m = 24



Harmonique sph�erique n = 36, m = 36



Exemple: la top ographie terrestre

Carte de la top ographie terrestre h( � ; ' ) "telle qu'elle est", c'est dire, une valeur d'altitude
toutes les 10 min utes (6 poin ts par degr �e).
On obtien t une grille de 1080x2160 poin ts, c'est dire 2332800 poin ts !
from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html

On va d�ecomp oser ce champ scalaire en harmoniques sph�eriques:
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Topographie de degr �e n = 0

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 1

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 2

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 3

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 4

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 5

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie de degr �e n = 6

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie somm �ee sur les degr �es n = 1::6

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie somm �ee sur les degr �es n = 1::16

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Topographie somm �ee sur les degr �es n = 1::36

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-gphy-2.html



Carte de la top ographie terrestre "telle
qu'elle est", c'est dire, une valeur d'altitude
toutes les 10 min utes (6 poin ts par degr �e).

from http://www.ge ologie.ens.fr/ vigny/c ours/chp-

gphy-2.html

Carte de la top ographie terrestre
d�ecomp os�ee sur la base des harmoniques
sph�eriques jusqu'au degr �e l = 36.
La carte est un peu "liss �ee": les d�etails les
plus �ns, de taille caract �eristique inf �erieure
�a 1000 km ( l = 36 = > = 1000km ), sont
�elimin �es.



Spectre d'un champ
Le spectre d'un champ V est la suite in�nie de nombre qui donne l'amplitude de

chacun des termes de degr�e n de la d�ecomposition du champ.
Le spectre S(n) de ce champ est:
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Un coe�cien t S(n) �elev�e indique que la contribution de ce degr�e dans le champ
total est lev�e.

Pour un champ dont tous les coe�cien ts S(n) sont du même ordre de grandeur, on
parle de spectre plat.



Exemple: la top ographie terrestre

Spectre de la top ographie terrestre

� On porte la valeur de coe�cien t

S(n) en fonction de n.
� Unit �es: les degr�es harmoniques

sph�eriques en abscisse,des m�etres en
ordonn�ee.

� Courbe d�ecroissante: les bas degr�es
(les longueurs d'onde �elev�ees)sont de

plus forte amplitude que les degr�es
lev�es (les courtes longueur d'onde)



Vecteurs sph�eriques
Un champ de vecteur peut être d�ecompos�e sur une basede vecteurs li �es �a ces

harmoniques sph�eriques:
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� Le vecteur poloidal est perpendiculaire au courbes de niveau de l'harmonique
alors que le vecteur toroidal est tangent aux lignes de champ.



Exemple
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