CHAPITRE I : Déformation de la Terre et des planetes

1 Théorie de la gravito-élasticité

La Terre est un corps astronomique de grande dimension presque sphérique (rayon de
quelques milliers de kilometres) qui & la différence des étoiles apparait comme solide.
Cette grande dimension fait jouer un tres grand role a la gravitation et la pression au
centre peut atteindre de tres grandes valeurs (~ 10" Pa). C’est cette autogravitation qui
lui donne une forme presque sphérique.

Nous avons donc une forme a priori presque sphérique; la déformation de la Terre consiste
a étudier les modifications de cette forme & priori (considérée comme 1’état de référence)
sous 'action des différentes forces qui agissent sur la planete, c’est-a-dire a étudier les
nouvelles positions des particules de la planete. Ces nouvelles positions sont caractérisées
par un champ de déplacement @ (parfois on fait intervenir un champ de vitesse #). Dans
ces conditions, ’étude de la déformation de la Terre releve de la mécanique des corps
déformables pour un corps gravitant possédant une forme a priori. Cependant le probléeme
est légerement plus compliqué car le changement de forme de la planete entraine une mod-
ification de son champ de gravitation, c’est-a-dire une perturbation, notée souvent ®, de
son potentiel gravifique. Cette modification du potentiel exerce une force qui déforme
elle-aussi la Terre. Aussi, contrairement a la mécanique des milieux déformables classique
étudiée a partir du champ de déplacement i, on introduit une mécanique des milieux
déformables qui fait intervenir a la fois le champ # et le potentiel ® qui sont couplés :
c’est la gravito-élasticité.

Du fait de la forme presque sphérique, cette déformation s’étudie au mieux a partir d’une
représentation de tous les parametres dans un systéme de coordonnées sphériques et a par-
tir de fonctions liées aux coordonnées sphériques que 1’on appelle les fonctions sphériques
Y, ™6, \) (solutions de I’ équation de Laplace en coordonnées sphériques), ou 6 est la co-
latitude et A la longitude. Ainsi les fonctions excitatrices, le champ de déplacement (ou
de vitesse) et la perturbation du potentiel de gravitation vont se développer en séries de
fonctions sphériques. On aura par exemple, pour les forces perturbatrices qui dérivent de
potentiels V, a l'intérieur de la Terre (r < a, avec r le rayon):

V00 =3 3 Val@) =m0, (1)
n=1m=-n
ou a est le rayon de la sphere initiale de référence.

Quelles sont les sources d’excitation qui peuvent déformer une planete relativement a
sa configuration de référence 7 On ne peut donner que les principaux exemples:

e les forces de volumes telles que les perturbations de la rotation ou les forces de
marées.

e les conditions aux limites qui résultent d’anomalies de masses dans les fluides super-
ficiels et dans les parties internes, ou de mouvements de convection.



e les pressions et les tractions tangentielles qui apparaissent aux interfaces solide-fluide,
si les parties fluides de la planete ont une dynamique propre.

Enfin, il faut préciser que la déformation de la planéte dépend essentiellement de sa ca-
pacité a se déformer sous ’action des forces agissantes, c’est-a-dire de sa rhéologie. Une
terre parfaitement rigide ne se déformerait pas. De fagon simplifiée, I’expérience montre
que pour des phénomenes assez rapides (inférieurs & quelques années) la Terre réagit de
fagon élastique (comme un ressort), alors qu’aux plus longues échelles de temps elle réagit
de facon plutot visqueuse, voir quasiment comme un fluide parfait.

La connaissance de la déformation consiste donc a connaitre en tout point de la Terre le
champ de déplacement i et le potentiel . Nous supposerons dans la suite que le probleme
de la déformation est linéaire, c’est-a-dire que les effets sont proportionnels aux causes.
Nous allons maintenant exposer les bases mécaniques qui permettent d’étudier la déformation
de la Terre.

1.1 Conservation de la masse

En I’absence de sources externes de masse, la masse d’un systéme se conserve.
En général, il n’y a pas d’apport externe; on a donc:

op | ..
°F 7= 9
o +divpi =0 (2)

ol p est la densité volumique.

1.2 Conservation de I'impulsion

En I’absence de sources d’impulsion, ’'impulsion se conserve. On appelle impul-
sion élémentaire en mécanique des milieux continus la quantité : p; = pv;, ou v; est la
composante de la vitesse.
Les lois de la physique disent qu’il existe deux sources possibles d’impulsion : d’une part
les forces volumiques (loi de Newton) notée f et d’autre part les forces de surface ou
traction, notées divy. Ce principe s’écrit :
dv
Pt
On peut supposer que f s’écrit, pﬁ(@ + V) ou ® est le potentiel de gravitation propre et

= f+divE (3)

V' un potentiel quelconque. On posera T = divE.

1.3 Lois rhéologiques et équations d’état

Nous avons vu que pour établir les équations de la dynamique il faut, en plus des
principes de conservation, des lois rhéologiques ou d’état. Ces lois sont des relations entre
les parametres qui apparaissent dans les principes de conservation. Dans les équations
précédentes

d*u

du 9p du
P ae

=pV(®+V)+divE et ey + dlvpa =0 (4)



les physiciens ont montré qu’il existe d’une part, une relation entre p et ® (Newton, loi
d’attraction) et d’autre part que I'on peut trouver plus ou moins approximativement une

relation entre @ et divX qui traduit le comportement rhéologique du corps, c’est-a-dire sa
capacité a se déformer sous l'action des forces. Nous allons préciser ces deux équations
de comportement.

La premiere entre p et ® est simplement I’équation de Poisson, A® = —47pG, propriété
des potentiels newtoniens, avec GG la constante de gravitation universelle.

Pour la deuxieme relation entre contraintes et déformations, nous allons considérer des
rhéologies linéaires.

L’hypothese de rhéologie linéaire consiste a postuler une relation linéaire entre le tenseur
de contrainte, noté oy, et le tenseur de déformation, noté eg; . Pour un corps élastique,
on a la loi de Hooke:

2
gu)ez’ﬂskz (5)

ou y est le module de cisaillement (ou rigidité) et K le module d’incompressibilité adia-
batique. dy; est le symbole de Kronecker.

Opt = 2per + (K —

1.4 Systeme des y;

En conclusion, nous avons donc a ajouter a la conservation de I'impulsion ces deux lois
complémentaires: équation de Poisson et loi rhéologique. Il vient pour un corps élastique:

d*i > .=
A® = —47Gp (7)
2 .
Okl = 2/16]6[ + (K — g,u)dlvu 5lcl (8)

Dans une théorie de perturbation, les quantités 3, ®, p sont décomposées en un terme
d’ordre o (lié a I’état initial : Terre sphérique précontrainte, radialement stratifiée) et un
terme d’ordre 1 trés petit, lié a ’état perturbé (Terre déformable). Les équations sont
écrites en parametres lagrangiens (c’est a dire dans un systéme de coordonnées liées a la
particule) notés avec un exposant !. I’exposant ¢ sera relatif aux coordonnées eulériennes
(voir les deux premiers chapitres de Dahlen and Tromp (1998) pour une revue de ces
représentations mathématiques).

of:Ezo—i—E:‘{ avec Ezsz_ll—ﬁﬁEZO
o p=po+pf avec pf=p—iVp,
e & =0,+ P



Le potentiel newtonien est classiquement écrit en variable eulérienne, associé a un repere
lié a la configuration de référence.
L’intégration en temps de la conservation de la masse (2) conduit a:

p1 = —div(p,t) (10)

Considérons le tenseur de Piola-Kirchoff défini & partir de la traction eulérienne T (voir
Dahlen and Tromp, 1998):

T°=n . X =1, . T} (11)
ou 77 est la normale a la surface déformée et 77, la normale & la surface avant déformation.
L’introduction de ce tenseur sera tres utile pour I’écriture des conditions aux limites (en

particulier pour la section 7, relative aux déformations pour une Terre avec des variations
latérales et une précontrainte initiale non-hydrostatique). On peut I’exprimer en fonction

du tenseur de contrainte lagrangienne E_ll (appelé encore tenseur de Cauchy lagrangien):

TPK =3 + (divi))S, — (V)" .3, (12)
En I’absence de pression ou de traction tangentielle en surface, les conditions aux limites
s’écriront simplement:

p— + . . .
o [ﬁo . TP K] = 0 aux interfaces solide-solide

o [ﬁo . TPX| =0 a la surface de la Terre
(13)

Pour la condition aux limites de continuité de la gravité écrite sur la surface non-déformée,
on aura: N
[7i0.V®1 + 4G pii,.i] =0 (14)

Dans cette section, nous ferons I’hypothése que la sphére initiale de référence (radiale-
ment stratifiée) est en équilibre hydrostatique; elle obéit a la loi, en notant P, la pression
hydrostatique initiale:

divy, = —p,V®, = —VP, (15)
et vérifie I’équation de Poisson:
Ad, = —4nGp, (16)

Le tenseur de contrainte lagrangienne est alors égal au tenseur élastique 7:
2
(20 = 05 = Tiju(w) .~ avec Tijp = (K — 3H)0ig0k + 1(ikdyn + Oudse)  (17)

La différence entre les équations (6), (7), (8) et les équations qui gouvernent la sphére
initiale de référence (15), (16) nous donne le systeme différentiel qui régit les déformations
élastiques et dont les inconnues sont # et ®;.

d*u

popy = div (T+AVPI) + poV (@1 + V) — div(p,i)) V, (18)



AD; = ArGdiv(p, i) (19)

L’équation (18) peut encore s’écrire, en utilisant le tenseur de Piola-Kirchoff défini en
(12):
d*d

pois = divTL . + poV (B1 + V) + poil. YV D, (20)

Pour résoudre ce systéeme, on décompose classiquement les parametres en harmoniques
sphériques. Ces équations peuvent étre transformées en un systeme de 8 équations
différentielles du premier ordre. Pour cela, on introduit les huit fonctions notées y; (r), ...ys(r)
définies par Alterman, Jarosh and Pekeris (1959).

Le vecteur déplacement @ est décomposé en vecteurs harmoniques sphériques toroidal et
poloidal. On note:

- f: i 0.0+ ()TN +yn ()G AFPON) (2)

Y™ (6, A) sont les harmoniques sphériques. On note également les tractions:

Z Z Yo (1) Y, (6, /\) +ry4n( YWY ™(0, ) + ysn (r)V ATY (6, \) (22)

n=1m=—n

Enfin, pour le potentiel:

BV =Y Y Y0 (23)

n=1m=—n

Pour la dérivée radiale du potentiel, on introduit pour chaque ys, une fonction yg, définie
par:

dYsn
Yen = gj _47TGpoy1n(7') (24)

Le systeme aux dérivées partielles, dans le domaine des fréquences w, devient alors
un systéme différentiel du premier ordre (on omettra l'indice n pour simplifier) suivant
(Alterman, Jarosh and Pekeris, 1959):

(25)
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yr=2+%
Js = [—wzpr + u("2+n—2)] yr _ 3ys

La densité p(r), la rigidité p(r) et le module d’incompressibilité K (r) dépendent de la
stratification radiale du modele de Terre choisi (par exemple le modele PREM construit
a partir des données sismologiques). g(r) est la gravité.

Ce systeme décrit le comportement gravito-élastique a l'intérieur des parties élastiques
d’une planete déformable. I permet également I’étude des modes sismiques. Pour les
études des déformations de périodes grandes devant 1 heure, on pose généralement w = 0
dans le systéme: on parle alors de déformations statiques.

Dans le noyau fluide, le systeme d’équations différentielles doit étre modifié. En effet, si
on a toujours la conservation de la masse, la conservation de I'impulsion et ’équation de
Poisson, en revanche la loi d’état qui relie les contraintes au déplacement est différente.
Dans un fluide parfait, il n’y a pas de contrainte tangentielle y,(r) = 0 et la contrainte
radiale s’écrit:

- . 2 n(n+1
yo(r) = K divi = K[y1 + Y1 %m] (26)
On fait I’hypothése que le noyau est stable, c’est-a-dire qu’il vérifie la relation d’Adams-
Williamson: Po + Podo _ 0
po K

Le systeme des y; s’écrit alors:
(27)
-2 1 n(n+1)
N=—Nn+xgYt —F"Ys

U = —[dpg + w?pr]L + " pgys — pys
Ys = ﬁ [gyl - %y2 - ys]
Ys = 4nGpyr + Ys
Y = —4nGpn(n + 1)L + @yf’ — gfﬁ
Les équations de ces systémes (élastique et fluide) se découplent en deux sous-systémes:
Ui(r) = ci(r)y;(r) i, =1..6 systeme spheroidal (28)
Yi(r) = ci;(r)y;(r) i,j7=17,8  systeme toroidal

Dans la suite , nous nous intéresserons uniquement au systéme sphéroidal.

Pour résoudre les équations de la gravito-élasticité , on doit ajouter les conditions vérifiées
a la limite du domaine.



1.5 Conditions aux limites

Nous nous intéresserons ici a des sources perturbatrices externes ou en surface de la
planéte (potentiel volumique V% surcharge S¢*, pression P ou traction tangentielle
Te*") ainsi qu’a de sources d’origine interne: potentiel volumique confiné dans le noyau
(V) et dans la graine (V), pression d’origine magnétique dans le noyau fluide agissant
a l'interface noyau-manteau (P¢) et  l'interface graine-noyau (P%), traction tangentielle
(friction visqueuse) & la CMB (T°) et a 'ICB (7%), surcharge interne située au rayon r,
a lintérieur du manteau (S*), ou a I'ICB (S%).

Une densité superficielle de masse de degré n, o(r,) situé au rayon r, dans le manteau
produira 2 effets:

e un effet de pression (—g(r,)o(r,)) agissant au rayon r,
(%)n if r<r,

)(n+1)

. e
e un effet de potentiel d’attraction S* = m o(re)ro
2n+1 ((

To
r

if r>r,

Quand la planete est soumise a ces différentes sources d’excitation, les conditions aux
limites peuvent s’écrire de la fagon suivante, en notant p la densité moyenne:

e a la surface: la contrainte tangentielle est égale a la traction tangentielle agissant et
la contrainte radiale est égale a la pression agissant; la discontinuité dans le potentiel
gravifique introduit une relation entre yg(a), ys(a) et le potentiel excitateur:

y4(a) — Te:vt
QQ(G/) — _Pezt _ %ﬁSemt (29)

ys(a) + nTHyS(a) — 2n;—1 [Sezt + Vext]

e 2 une interface a; a 'intérieur du manteau, les contraintes tangentielles et le potentiel
sont continus; a cause de la surcharge interne S agissant au rayon r,, la continuité
des contraintes radiales et de la gravité dépendra de cette excitation si a; = 7,:

N

yi(a;") = yi(a;)

ya(af) = yo(a; ) + 2 L) Ging (g, — r,)

ys(a;) = ys(a;)
ya(ai) = ya(ay)
ys(a;) = ys(a;)

L ola) = wolar) — (2 +1)525(a; — 7,)
(30)
ou d(a; — r,) est la distribution de Dirac qui est égale a 1 si a; = 7, et 0 si a; # 0.



e 4 la CMB (r = b): le déplacement radial est continu mais nous devons introduire
un parametre inconnu K; pour prendre en compte la différence entre la forme du
manteau solide et la forme du noyau fluide qui est une equipotentielle (Chinnery,
1975); le déplacement tangentiel est indéterminé; la contrainte tangentielle est égale
a la traction tangentielle agissant a la CMB; le potentiel gravitationnel est continu;
la continuité de la contrainte radiale dépend de la pression fluide dans le noyau; la
gravité du manteau est reliée a celle du noyau en prenant en compte la différence
Kll

(y1(bF) =(b7) +b K
ys(b") = b Ks
ya(b*) = -T*
ys(07) = ys(b7) — V©

y2(b%) = p(b™)g(b) bK, — P*

L Y6(b7) = ys(b™) — 4nGp(b~) bKy — FV°
(31)

e 4 'ICB (r = ¢): le déplacement radial est continu mais nous devons introduire
un parametre inconnu K, pour prendre en compte la différence entre la forme de
la graine solide et la forme du noyau fluide qui est une equipotentielle (Chinnery,
1975); le déplacement tangentiel est indéterminé; la contrainte tangentielle est égale
a la traction tangentielle agissant a 'ICB; le potentiel gravitationnel est continu; la
continuité de la contrainte radiale dépend de la pression fluide dans le noyau agissant
a I'ICB et la gravité de la graine est reliée a celle du noyau fluide en prenant en
compte la différence Kos:

(y1(c7) = yue?) —c Ky
Ya(c™) = —p(c*) g(c) cKy — P — 25 p(c)S*
ys(c7) = ¢ K4
ya(c™) =T

y5(0_) — y5(C+) _ Vc(g)n i Vic
(n—1)

yo(c™) = yo(c) +4nGp(ct) iz — §Ve(5) " + 2Vic 4 2l gie

\

(32)

e au centre de la planéte r = 0 les fonctions y;(r) ne doivent pas diverger.
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1.6 Remarque sur les déformations de degré n =1

Pour n = 1, il y a deux problemes: d’une part, les équations des conditions aux limites
précédemment citées ne sont plus indépendantes (il existe une relation dite 'Consistency
Relation’ entre différentes fonctions y; (voir section sur le géocentre)), et d’autre part, le
centre de masse de la Terre n’est pas conservé. En effet, les solutions élastiques données
par la résolvante du systeme différentiel des y; ne vérifient pas automatiquement cette
condition. Conserver le centre de masse est équivalent a translater le centre de figure. La
translation rigide étant une des solutions du systeme des y;, pour n = 1, la conservation
du centre de masse requiert simplement que le potentiel gravitationnel de surface de degré
1 soit égal a zéro. Nous obtenons alors un jeu d’équations indépendantes.

1.7 Nombres de Love

En résolvant le systeme différentiel des y;, avec les conditions aux limites ci-dessus, on
peut calculer les déformations élastiques partout a l'intérieur de la Terre, comme une
fonction des sources d’excitation. Par exemple, pour un potentiel volumique externe, une
surcharge en surface ou des pressions, de degré n, on introduit des nombres de Love tels
que, a l'interface r = r,, on ait, en notant g, la gravité en surface:

e en déplacement radial:

Gext 1/ ezt _  Pest _  pc _. pic
Yi(ro) = hypy—— 4 hry—— + hypy—— + hi, — + I — (33)
9o 9o PYo PYo PYo

e en déplacement tangentiel:

gext Vext _ pest _ pc _. pic
Ys (7“0) = l;o + Iy, +lpy——+ lfo — + l:«i ~ (34)
9o 9o PYo PYo PYo

e en potentiel:

o\ ™ , - 0\ ox _ ext _, Pec e Pic
y5(7'o) = [(%) + kro]S t -+ [(%) + kro]v t + kTDT + kro? -+ kro ﬁ (35)

Ces nombres de Love correspondent, en quelque sorte, a une fonction de transfert de la
Terre pour les déformations. Ils sont calculés, une fois pour toutes, pour un modele de
Terre. On peut ensuite faire de nombreuses applications géophysiques.
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2 Applications géophysiques

2.1 Marées terrestres

La plus célebre application des nombres de Love est le calcul des marées terrestres.
Prenons par exemple, le cas de 'onde lunaire M, (la plus importante en amplitude sur
Terre). C’est une onde semi-diurne. Le potentiel de marée excitateur de degré 2 s’écrira:

Vo, = 3sin’ 0 [Vgg cos 2\ + Vg sin 2)\] (36)

avec Vg = Vocos(%—gt) et Viy = Vosin(%—gt) ou Tg = 12h 27mn 19s le temps entre deux
marées hautes successives, 27 étant le temps entre 2 passages successifs de la Lune au
méridien du lieu. Si la Lune est dans le plan équatorial, on a V, = 0.8725 m?/s®. Les
nombres de Love de degré 2 pour un potentiel volumique externe sont calculés pour le
modele PREM: pour les déformations en surface, on a: hy = 0.52 et ko = 0.287. Le
déplacement radial en surface s’écrira donc:

2
y1(a, 0, \) = hzw = hy 3sin? 0% cos[T—Wt + A (37)
4 G

Yo
soit & Paris (f = 42°), un déplacement d’environ 7.6 cm entre une marée haute et une
marée basse successives.
Avec ce formalisme de nombres de Love, on peut calculer tres facilement, la perturbation
de la gravité en surface induite par ce potentiel gravitationnel dii a I'attraction de la Lune.
On peut montrer que sur la surface déformée de la Terre, la perturbation de gravité s’écrit:

’ D
59(95 )‘) = _yﬁ(aa (9, )‘) - Q%yl(a’ 0’ )‘) = 525‘/2(9’ )‘) (38)

avec 0y = 1 — %kQ + hy le facteur gravimétrique de degré 2. On trouve alors une variation
de 50 microgal (soit 5x 10~7 m/s?) entre une marée haute et une marée basse successives.

2.2 Pressions magnétiques a l’'interface noyau-manteau

L’application suivante du formalisme de nombres Love est beaucoup moins classique que
celle des marées terrestres. Nous allons prendre comme source d’excitation le champ
de pression fluide qui agit & l'interface noyau-manteau. Cette pression varie sur une
échelle de temps décennale et peut étre estimée a partir des mesures de la variation
séculaire du champ magnétique en surface. La méthode utilisée pour ces estimations est
largement décrite dans les theses de D. Jault et G. Hulot soutenues en 1990 et 1992 dans
le département de Géomagnétisme de 'TPGP. Le principe est le suivant: on calcule tout
d’abord le champ de mouvement 4 a la surface du noyau fluide; pour cela, on prolonge
la composante radiale du champ magnétique B, et sa dérivée temporelle a la base du
manteau, supposé isolant. L’équation d’induction, dans ’hypothese dite du flux gelé ou
on néglige la diffusion devant 1'advection, relie B, et sa dérivée en temps au champ de
vitesse tangentielle #. Pour déterminer le champ @ qui a deux composantes, on doit
ajouter une autre équation a 1’équation d’induction. On fait classiquement I'hypothese
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que le mouvement est tangentiellement géostrophique, c’est-a-dire que la composante
tangentielle de la force de Coriolis est en équilibre avec le gradient tangentiel de pression,
la force de Lorentz étant négligeable a I'interface noyau-manteau.

La pression géostrophique se calcule donc a partir de cet équilibre. A titre d’exemple,
la pression magnétique géostrophique en 1980, décomposée en harmoniques sphériques
jusqu’au degré 10, est représentée sur la figure 1-a. Les nombres de Love de pression h¢
sont calculés jusqu’au degré 10 pour le modele PREM. Le déplacement radial en surface
induit cette pression a la CMB est représenté sur la figure 1-b. Il est de 'ordre de quelques
millimetres.

Geostrophic magnetic pressure at the CMB in 1980

from Hulot et al. (1990)
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Figure 1: (a) fonction d’excitation: pression géostrophique & la CMB en 1980; (b) déplacement
radial en surface dit aux déformations élastiques induites par la pression a la CMB en 1980; (c)
variation décennale des coefficients zonaux de degrés 2,3 et 4 de la pression géostrophique a la
CMB; (d) Variations temporelles des coeffcients zonaux du geopotentiel associés

Par déformation élastique, de telles pressions vont perturber le potentiel de redistribution
des masses en surface. On peut calculer, par exemple, les variations temporelles décennales
dans les coefficients zonaux de degrés 2, 3 et 4 (classiquement nommés Jy, Js et J,) associés
respectivement aux pressions zonales de degrés 2, 3 et 4. Nous avons représenté sur la
figure 1-c la variation temporelle de ces pressions zonales et sur la figure 1-d les variations
dans les coefficients zonaux du geopotentiel associes. Ces variations décennales ne sont
pas négligeables: par exemple, pour le coefficient zonal de degré 2, on a entre 1960 et 1970
un taux d’environ J = 1.25 x 107" 57!, soit 15% de la valeur observée par les satellites
de Jy (voir la Figure 5 de la section 3).
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3 Déformations visco-élastique

Certaines extensions de la théorie de la gravito-élasticité peuvent étre faites pour étudier
les déformations d’un corps viscoélastique ou fluide.

3.1 Nombres de Love viscoélastiques

En effet pour certaines applications planétologiques, il est important de prendre en compte
les effets visqueux.

Le choix de la rhéologie est tres important : le corps viscoélastique linéaire de Maxwell
est actuellement le plus utilisé pour les études liées aux influences des surcharges et des
déformations sur la rotation de la Terre, car aux courtes échelles de temps, il rend compte,
dans sa limite élastique, des nutations propres de la Terre, alors qu’aux longues échelles de
temps, il explique le comportement fluide de la Terre (aplatissement quasi hydrostatique).
Un corps de Maxwell obéit a une relation contrainte-déformation viscoélastique linéaire,
pour une planete incompressible :

el

(:fz'j + %O’Z‘j == 2,L68l e” (39)

olt 0;; et e;; sont respectivement le tenseur des contraintes et des déformations, u¢ la

.....

Fourier de cette équation, on obtient dans le domaine des fréquences w la loi de Hooke:

oij(w) = 2p(w)eij(w) (40)
w
iw + pé /v
élastique aux courtes échelles de temps, et liH(l) p(w) = 0, limite fluide ou il n’y a plus de
w—

avec pu(w) = p® pour un corps incompressible. On a lim plw) = p¢, limite

rigidité.

Dans le domaine de Fourier, les équations viscoélastiques et les conditions aux limites
sont formellement identiques aux équations d’un corps élastique ayant la méme géométrie.
C’est le principe de correspondance : si l'on est capable de décrire la rhéologie par une loi
contrainte-déformation viscoélastique linéaire, on peut alors employer les équations de la
gravito-élasticité dans le domaine des fréquences pour calculer la réponse viscoélastique
dépendant du temps a partir de la solution du probleme élastique équivalent.

Les déformations pourront s’exprimer a l’aide de nombres de Love viscoélastiques :

e dans le domaine des fréquences :

Vezct(w) _ Pewt(w) Sext(w)
y1(a, w) = he(w)———= + hy(w)———= + Rl (w 41
1(0,0) = hafe) = o) B ) (41)
e dans le domaine temporel :
ext t _ Pext t ext t
y1(a,t) = hy(t) * Ver() + hq(t) x — ®) + hl(t) * 57 (42)
Yo PYo Yo

ol * dénote la convolution temporelle c’est-a-dire la mémoire visqueuse de la planete.
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Pour un modele de rhéologie de Maxwell, Peltier (1974) ou Spada et al. (1992) ont
montré que les nombres de Love viscoélastiques avaient la forme fréquentielle suivante
(par exemple pour h(w)):

M hk

h(w)=h%+> ————
(@) = iw+1/7,

(43)
Le premier terme du membre de droite correspond au nombre de Love élastique instantané
et 73, et hy sont les temps de relaxation et les résidus des M modes de relaxation du modele
de Terre. 7 ne dépend que du modele de Terre, alors que hy dépend du modele de Terre
et de la source d’excitation.

Les modes de relaxation sont générés a chaque interface du modele de planete par des
discontinuités dans les parametres physiques. Par exemple, pour un modele de Terre a 5
couches homogenes (lithosphére élastique, manteau supérieur et inférieur viscoélastique,
noyau fluide et graine viscoélastique), nous avons 7 modes de relaxation: 77 et Ty diis
a un saut dans la distribution de rigidité ou de viscosité entre le manteau supérieur
et inférieur et appelés modes de transition car il se relachent tres rapidement et sont
faiblement excités; M,, C' et G dus a la discontinuité en densité, respectivement a la
surface de la Terre, a 'interface noyau-manteau et a l'interface graine-noyau; L du au
saut de viscosité entre la lithosphere et le manteau inférieur; et M; qui existe uniquement
s’il y a une déflection dans la discontinuité en densité a 660 km, c’est-a-dire qui requiert
que l'interface se comporte comme une interface chimique (non-adiabatique). Les temps
de relaxation en milliers d’années sont représentés sur la figure suivante en fonction du
degré n de la décomposition en harmoniques sphériques. Un contraste de viscosité de 30
est supposé entre le manteau inférieur et le manteau supérieur.

10'
10 b ) .
. . ..I....I-...
I o m L
"
g ..-l"-....
E‘ 102 | - " L] [ ]
IS . - = % o= "
Q
£ ] ]
3 10" | ! o
é --Ill..
T ] )
X .
L] -
100 7 [ ] iEm IIIIIIIIIII‘
' Eoor o ororoEoromaamssszizzZZEEONGRE
10" |
l 10
degree n

Figure 2: Temps de relaxation en 103 ans
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a./ b/ Surface density at the maximum of glaciation
from Spada et al. (1993)

1.0 - 1
- 08t g
S
506 1
g 04 L Present |
&
0.2 B
0.0 : : :
0 25 50 75 100 125
Time in kyears
Source in 1E05 kg/m2
c/ d/
CMB topography induced by the last glaciation-deglaciation CMB topography induced by the last glaciation-deglaciation

50 My after the beginning of the glaciation at the end of the glaciation

-45 -30 -15 0 15 -60-45-30-15 0 15
Topography in meter Topography in meter
el i/
CMB topography induced by the last glaciation-deglaciation cpB topography induced by the last glaciation-deglaciation
at the end of the deglaciation at the present

-10-5 0 5 10 15 -10-5 0 5 101520
Topography in meter Topography in meter

Figure 3: a- Temporal evolution of the glaciation-deglaciation cycle; b- surface density
in kg/m? at the end of the glaciation; c- CMB topography 50 kyears after the beginning
of the glaciation; d- CMB topography at the end of the glaciation; e- CMB topography
at the end of the deglaciation; - Present-day CMB topography
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3.2 Etudes des déformations induites par la déglaciation

Une application géophysique classique de la gravito-viscoélasticité est 1’ étude des déformations
induites par la derniere glaciation-déglaciation.

La glaciation-déglaciation est simplement modélisée par trois calottes sphériques - Scan-
dinavie, Laurentides et Antartique - (voir par exemple Peltier and Wu, 1983; Wu and
Peltier, 1984) décomposées analytiquement en harmoniques sphériques avec la méme
dépendance en temps. La glaciation est caractérisée par une croissance de la hauteur
de glace tres lente sur une période de 90000 ans et la déglaciation par une fonte rapide,
durant 10000 ans (Figure 3-a). La variation du niveau de la mer associée a la variation
de la hauteur de glace sur les calottes est prise en compte et induit une surcharge en
surface, décomposée en harmoniques sphériques a 'aide de la fonction océan-continent.
Sur la Figure 3-b est représentée la densité superficielle de masse a la fin de la glaciation,
décomposée jusqu’au degré 30, associée au dernier cycle de glaciation-déglaciation. A
I’aide des nombres de Love viscoélastiques, on peut calculer I’évolution temporelle de la
topographie de I'interface noyau-manteau induite par cette surcharge en surface: 50000
ans apres le début de la glaciation (Figure 3-c), a la fin de la glaciation (Figure 3-d), a
la fin de la déglaciation (Figure 3-e) et au présent (c’est-a-dire 6000 ans apres la fin de la
déglaciation) (Figure 3-f) ou elle est de I'ordre de la dizaine de metres.

Sur la figure 4, on a représenté la topographie actuelle a I'interface graine-noyau fluide
(Figure 4-a): elle est de l'ordre de quelques metres et de trés grande longueur d’onde. Le
taux de déplacement radial actuel (mouvement vertical) induit par la derniere glaciation
est dessiné sur la Figure 4-b: il est de quelques millimetres par an.

Ces topographies ont été calculées pour un contraste de viscosité de 30 entre le manteau
inférieur et le manteau supérieur. Les résultats sont tres sensibles a ce parametre. Pour
illustrer cela, on peut calculer la variation temporelle actuelle du coefficient de degré 2 du
geopotentiel (J3) en fonction de la viscosité du manteau inférieur (Figure 5). On note

Homogeneous mantle
20 —— 2-layered mantle

16 r b
12 b

0 L L L L L
0 20 40 60 80 100 120
Viscosity ratio v3/v2 for v2=1E21 Pa.s

-dJ2/dtin 1E-19 1/s

Figure 5: J, pour une viscosité du manteau
inférieur de 102! &4 10%® Pa.s. La zone ombrée
représente la valeur observée et sa barre d’erreur
(Cheng et al., 1989).

que pour deux modeles de viscosité du manteau inférieur, la derniere déglaciation peut
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expliquer la valeur observée de J,: un modele avec un manteau quasi isovisqueux et un
modele avec un grand contraste de viscosité entre le manteau supérieur et inférieur. Ce
dernier modele est en accord avec des études géodynamiques basées sur l'influence des
anomalies de masses du manteau sur le géoide.

a/  ICB topography induced by the last glaciation-deglaciation
at the present

6 -4 -2 0 2 4
Topography in meter

b/ Present radial displacement rate

-5 0 5 10

Topography rate in mm/yr

Figure 4: a- Topographie actuelle de I'ICB in-
duite par la derniére déglaciation; b- taux de
déformation radiale en surface actuel: le max-
imum se trouve sous les calottes glaciaires (en
particulier, sous la Scandinavie)
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Sur une échelle de temps plus grande (échelle de temps géologique), on peut utiliser les
nombres de Love viscoélastiques pour calculer les effets de surcharges internes (anomalies
de masse dans le manteau) sur les topographies (en surface, a la CMB ou a I'ICB) et sur
le géoide.

Nous avons tout d’abord calculé analytiquement les effets de surcharge interne sur le coeffi-
cient J, pour des modeles simples (Lefftz and Legros, 1993), puis différentes topographies
pour un modele d’anomalies de masses plus réaliste proposé par Ricard et al. (1993).
Ce dernier modele utilise des reconstructions de mouvements des plaques tectoniques, en
faisant ’hypothese que ces subductions plongent verticalement dans le manteau; cela per-
met d’avoir un modele de I’évolution temporelle des anomalies de masse dans le manteau
depuis 100 millions d’années. A I’aide des nombres de Love viscoélastiques, nous avons
pu calculer les déformations induites dans la Terre profonde, par ces hétérogénéités du
manteau (Greff-Lefftz and Legros, 1996).

Les topographies ainsi que les géoides calculés a la CMB et a 'ICB sont représentées re-
spectivement sur la Figure 6 pour la CMB et sur la Figure 7 pour 'ICB. La topographie
a la CMB est maximale sous I'anomalie de masse maximale, i.e. sous la ceinture du Paci-
fique, ou elle a une amplitude d’environ -30 km: on a une déflection de I'interface qui tend
a compenser isostatiquement les hétérogénéités de masse dans le manteau. Cette topogra-
phie est tres sensible aux masses situées dans le manteau profond et pose le probleme des
plaques qui plongent jusqu’a la CMB dans le modele Ricard et al. (1993).

Les termes de degrés 1-3 dominent dans la topographie a 'ICB: cela vient du fait qu’on
prolonge un potentiel de surcharge dont les sources sont dans le manteau. La comparaison
des figures 7-a et 7-b montre que la topographie est égale au rapport de I’equipotentielle
sur la gravité a 'ICB: la graine est donc en équilibre hydrostatique sous ’action des
anomalies de masses du manteau.

Ce formalisme de nombres de Love viscoélastiques peut avoir de nombreuses applica-
tions planétologiques. Nous avons montré, en particulier, (Lefftz et Legros, 1993-c) que
pour la Lune, une surcharge interne (située a environ 400 km de profondeur), mise en
place il y a environ 3.8 milliard d’années lors de la différenciation de 'océan de magma,
avait crée des déformations viscoélastiques en surface qui, a cause de la viscosité élevée de
la Lune, ne sont pas completement relachées aujourd’hui et permet d’expliquer la forme
non-hydrostatique observée de la planete.
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a/ CMB topography induced by mantle density heterogeneities
Greff and Legros (1996)
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b/ CMB geoid induced by mantle density heterogeneities
Greff and Legros (1996
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Figure 6: CMB topography (a) (contour in-
terval 1km) and equipotential (b) (contour
interval 50 m) induced by mantle-density
heterogeneity of Ricard et al. (1993) in the
degree range 1-15
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a/  ICB topo induced by mantle density heterogeneities
Greff and Legros (1996)
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Figure 7: ICB topography (a) (contour in-
terval 20 m) and equipotential (b) (contour
interval 5 m) induced by mantle-density
heterogeneity of Ricard et al. (1993) in the
degree range 1-15
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Variation of J; and internal loads

Marianne Lefftz and Hilaire Legros
Institut de Physique du Globe de Strasbourg, 5 rue R. Descartes, 67084 Strasbourg - France

Abstract. The temporal variation of the terrestrial gravity potential coefficients,
and particularly of the Jy coefficient of the degree 2 zonal term, has often been

attributed to the viscous response of the Earth to superficial loads, especially to

the one due to the last deglaciation. We show here that for a Maxwell model of
rheology, such temporal variation can also result from internal loads, located at

various discontinuities of the Earth model, and in particular at the 670 km depth
discontinuity and at the core-mantle boundary.
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Some remarks on the non-hydrostatic form of the Moon

Marianne Lefftz 2 and Hilaire Legros?
8|nstitut de Physique du Globe, 5, rue René Descartes, 67084 Strasbourg Cedex, Franc

Abstract

The viscoelastic deformations of a gravitational rotating multilayered Maxwell planet, submitted
to a volume external potential and to internal loads, are computed using a Love numbers forma
First, we calculate the relaxation modes associated with the viscoelastic Love numbers; they ar
dependent on the jumps in density, rigidity or viscosity at each interface of the multilayered plar
The largest excitations for the relaxation modes associated with the density jump at a given inte
are obtained when mass anomalies are located at this interface. For the Moon, such a mode cr
viscoelastic deformations that change the radial displacement and the mass redistribution poter
at the surface, which relax with a relaxation time of about 1 Ga. Taking into account the time-sc
for the Moon'’s age, these are quasi-constant deformations. Finally, we show that the prevailing
hydrostatic form of the Moon can be explained by an internal load (which appeared 3 Ga ago ) |
between the upper and lower parts of the lunar lithosphere, which creates viscoelastic surface
deformations in the selenoid that are not completely relaxed at present.
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Viscoelastic mantle density heterogeneity and core-mantle
topography
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SUMMARY

Starting with the model of mantle density heterogeneity derived by Ricard et
al. (1993), which uses plate-motion reconstructions under the assumption that
subducted slabs sink vertically into the mantle, we model the temporal evolu-
tion of these internal loads. We investigate the viscoelastic deformation of the
Earth due to this time-dependent excitation source using a Love-number for-
malism for a linear viscoelastic mantle with a Maxwell model of rheology. We
are especially interested in the deep-Earth viscoelastic deformation, such as the
radial displacement that appears at the core-mantle boundary, and we compare
the calculated topography with that proposed by seismologists.

Key words: core-mantle boundary, mantle rheology, viscoelasticity.
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4 Déformations de degré 1 ou géocentre

Nous avons vu dans la section 1.6, que pour le degré n = 1, il existe une relation entre
les différentes fonctions y; et que d’autre part, le centre de masse de la Terre n’est pas
conservé. Nous nous sommes intéressés a I’étude théorique de ce probleme (Greff-Lefftz
and Legros, 1997), aussi bien dans le cas élastique que dans le cas visco-élastique ou le
nombre de modes de relaxation change également. Ce travail a été résumé dans un court
article écrit pour des proceedings de I'IAG, suite & un exposé invité a 'IUGG en 1999.

4.1 Degree-one deformations of the Earth
Abstract

The degree one deformations of the Earth, in a reference frame related to the center of
mass of the planet, are computed using a theoretical approach (Love numbers formalism)
at short time-scale (from the month up to the century), where the Earth has an elastic
behavior. The translations at each interface of the layers of the Earth’s model ( especially
at the surface, at the Core-Mantle boundary (CMB) and at the Inner Core boundary
(ICB)) are computed when the excitation source is the atmospheric pressure or a magnetic
pressure acting at the CMB and at the ICB. The effects of external and internal tangential
tractions are also investigated. The total force, resulting from the excitation sources, in
a geographic frame (centered at the center of mass) has to be equal to zero, in order to
conserve the center of mass of the Earth. This involves a relation between the different
forcing mechanisms; we obtain a Consistency Relation, i.e., a special condition that the
degree-one valid solutions have to obey (Farrell, 1972).

As geophysical application, we have computed the degree-one static deformations induced
by atmospheric loading.

To end, at secular and geological time-scales, where the Earth has a viscoelastic behaviour,
we have computed the secular and geological variations of the geocenter induced by post-
glacial rebound and by mantle density heterogeneities.

Keywords. deformation, geocenter.

Introduction

The degree-one deformations of the Earth (and the induced discrepancy between the cen-
ter of figure of the outer surface and the center of mass) are computed using a theoretical
approach. In a first part, we briefly review the problem of the elasto-gravitational theory
for the degree one and then some geophysical applications at different time-scales are
presented.

Elasto-gravitational theory

We use the classical elasto-gravitational theory (Alterman et al, 1959). This is a theory
of perturbation. We start with an initial state where the Earth is assumed to be in
hydrostatic equilibrium, radially stratified following the PREM model (Dziewonski and
Anderson, 1981). The origin of the reference frame is the center of mass (CM) which is
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identical to the center of geometry of the sphere at this initial state. At the perturbed
state, the Earth is elastic and the static equations are still written in a reference frame
related to the center of mass. The center of figure (CF) is defined as the geometric center
of the outer deformed sphere with respect to CM. The differential equations governing the
spheroidal part of the displacement field, the stresses and the body force potentials are
of sixth order. Expanding the displacement vector field @ and the traction 7" in spherical
spheroidal vectors, Vg denoting the tangential gradient :

o n -

= i i_o [an , </7) + Ty4n( )6HYnm(0, QO)] (45)

noting for the potential
U= > ysu(r)V;"(0, ) (46)
n=1m=0

and introducing for the radial derivative of the potential a function defined by

Yo (1) = dyi;ﬂ(r) — 471G py1n(7) (47)

where Y™ are the spherical harmonics, # the colatitude, ¢ the longitude, p(r) the density
and G the gravitational constant, the static elasto-gravitational equations (describing
the mass conservation, the equation of Poisson and the Hookean rheological law) can be
written (Alterman et al., 1959)

dym ZA” yin(r) for i=1.6 (48)

where A, is a 6 X 6 matrix whose elements are a function of the compressibility , the
rigidity, the density and the gravity g(r).

When the Earth is submitted to a surface loading potential S¢, y;,(r) are continuous
within the Earth and there are three boundary conditions at the outer surface r = a:

e the tangential stress is equal to zero ys,(a) =0

e the radial stress is equal to the pressure effect of the load: ya,(a) = =25 5S¢

e the discontinuity in the radial derivative of the potential may be written:

n+1 2n+1
ySn(a') =

Sn

Yen(a) + (49)

a
For the degree n = 1 there are two problems: first, the surface boundary conditions are
not independent, and second, the center of mass of the Earth is not conserved.

Farrell (1972) has shown that for the degree n = 1 there is a Consistency Relation, that is
to say a special condition that the degree-one valid solutions have to obey. For a surface
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load, this relation may be written (in the above section, the subscript n = 1 will be
suppressed for simplicity of notation):
T 2

)+ 20sr) + 2 o) + 2] = 0 (50)
this is a relationship between the stresses and the potential within the Earth (Saito, 1974).
Because of this relationship, the boundary conditions are not independent: only two of
the three surface boundary conditions are needed and the Consistency Relation ensures
that the third boundary condition is met automatically. To solve the elasto-gravitational
differential system (48) we have to add a new boundary condition: the conservation of
the center of mass of the Earth. From the MacCullagh theorem (Munk and MacDonald,
1960), we show that the conservation of the center of mass will simply require that the
degree-one surface potential is equal to zero:

ys(a) =0 (51)

The Consistency Relation may be interpreted as implying that, in the static case, there
cannot be net force on any portion of the Earth (Okubo and Endo, 1986). As a matter
of fact, if we rewrite this Relation when the Earth is submitted to external and internal
pressure and tangential traction (noted respectively P¢ and T° at the surface, P¢ and T*
at the CMB (r=b) and P and 7% at the ICB (r=c) ), we will obtain (Greff-Lefftz and
Legros, 1997):

a?(—P¢ + 2T°¢) + b*(P¢ + 2T°) + *(—P"™ + 2T%) = 0 (52)

The total degree one force acting at the various fluid-solid interfaces and at the surface
of the planet has to be equal to zero. There may be a static equilibrium between stresses
at ICB and CMB (which vary at decadal time-scale) and a static equilibrium between
pressure and tangential traction at the Earth’s surface (which vary at annual time-scale).

Solving the elasto-gravitational static system for the degree one and using the new
boundary condition described above, we obtain the displacement field within the Earth,
when the Earth is submitted to a surface load. Expanding the surface loading potential
in non-normalized degree-one spherical harmonics:

S¢ = 5% cos 6 + [cos pS1€ + sin pS1¢] sin @ (53)

the displacement at the Earth’s surface may be written using a Love number formalism:

hi + 2l [

sic i st
3

[X’ v Z] N 9o 9o Yo

(54)

Geophysical application

e Atmospheric continental loading
In this part we want to investigate the effects of the atmospheric pressure on the
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geocenter. To compute the degree-one deformations, we use a model proposed by
Gegout (1995) for the atmospheric loading. The data are the 11-years pressure field
record provided by ECMWEF. The atmospheric load which has dominant annual and
semi-annual components, is separated in two parts: a part over the continents and
a part over the oceans. On the one hand, the load over the oceans does not deform
the Earth, because oceans react as Inverted Barometer at this time-scale. On the
other hand, the load over the continent deforms the whole Earth, i.e the continental
surface but also the bottom of the oceans. As a consequence, we have to take into
account the variations of the water thickness induced by the deformation of the
bottom of oceans. To do that, Gegout (1995) has introduced a coefficient £, which
is a combination of Love numbers (h, in radial displacement and 1 + &, in surface
potential)
pw

ﬁnzl—?(l—%kn—hn) (55)
where p" is the water density and p the mean density of the Earth. For the degree-
one, because of the conservation of the center of mass, 8; may be simply written:
B =1+ %hl. The surface displacement is then written using classical Love numbers

and this 3; coefficient:
hy ST L ST

u (a) 51 9o ’ y3(a) ﬁl 9o ’
where SY is the degree-one spherical harmonics coefficients of the continental part
of the atmospheric loading. The effect of the variation of the water thickness is an
increase of the amplitude of the degree-one deformations by about 30%.
We have plotted, on Figure 8, the degree-one non-normalized coefficients of the
continental atmospheric loading 5%, St¢, Si¢ and the associated variation of the
geocenter coordinates from 1985 up to 1997. The geocenter variation is about a
few millimeters and has essentially annual and semi-annual components. Z has the
largest amplitude but has noise. Y has a major annual component. These results
are similar to those obtained by Dong et al. (1997) in phase but the amplitude is
30 % larger because of the amplification factor 3.
We have also computed the variations of the figure center of the CMB and of the
ICB with respect to the center of mass (in Figure 9). These are about one millimeter
for the CMB and 0.1 mm for the ICB.
Some recent space geodesy measurements (DORIS, GPS and SLR) give the vari-
ations of CF with respect to a fixed reference frame. In Figure 10 we present a
compilation of these observations done by Sillard (1998) for the X, Y and Z annual
and semi-annual components of the geocenter since 1993. Note that these different
kinds of data are neither consistent in phase nor in amplitude. The amplitude of
the observations seems to be about 10 mm, that is to say larger than the geocen-
ter variations induced by atmospheric loading: this source cannot alone explain the
annual and semi-annual variations of the geocenter. Dong et al. (1997) have shown
that the ground water storage may create an annual variation of the geocenter with
the same order of magnitude than the observations.

(56)
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Figure 8: (top): degree one non-normalized
spherical harmonics coefficients for the con-
tinental atmospheric loading computed by
Gegout (1995). (bottom): coordinates of the
geocenter derived from the above load.

Figure 9: (top): temporal variation, in mil-
limeter, of the coordinates of the figure cen-
ter of the CMB. (bottom) : same than the
top for the ICB
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Figure 10: Observed variation of the geocen-
ter’s coordinates since 1993, from Sillard, 1998
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e Secular and geological variation of the geocenter

In this part, we present an application of the same theory at longer time-scale,
where the effect of the viscosity of the mantle has to be taken into account: this is
the degree-one Visco-Elasto-Gravitational theory. We assume a Maxwell model of
rheology for the mantle (for more details, see Greff-Lefftz and Legros, 1997).

At secular time-scale, we have computed the geocenter variation induced by the
Pleistocenic deglaciation, for the present-time (almost 7000 years after the end of
the deglaciation). We find a surface translation of about one meter in the direction
(6, = 20.7° and A\ = —46.6°F), which tends to be relaxed in the future, because of
the surface isostatic compensation. The present rate of the geocenter’s variation is
strongly dependent on the viscosity profile within the mantle. Assuming a viscosity

of the upper mantle of about 10! Pa.s, we plot in Figure 11 the rate \/X2 +Y2 422
(the dot denotes here the time-derivative) obtained for viscosity increases in the
lower mantle varying from 5 up to 100. The value of this rate varies from 0.2

0.5

0.4 - b

03 r B

0.2 - b

Rate of geocenter variation in mm/year

0.1 . !
10 100

Viscosity lower mantle / upper mantle

Figure 11: rate of the geocenter temporal variation
in the antipodal direction of the load (6, = 20.7° and
A= —46.6°F)

up to 0.4 mm/years and consequently, in 10 years, one can expect a variation of
the geocenter induced by the post-glacial rebound comparable to the one due to
atmospheric loading.

At geological time-scale, we have computed the degree one deformation induced by
the present-day mantle density heterogeneity derived by Ricard et al. (1993). This
model uses plate motion reconstructions under the assumption that subducted slabs
sink vertically into the mantle. It assumes, at 670 km depth, no density jump and a
viscosity contrast of about 40. We find that the difference between CF and CM, i.e.
the coordinates of the geocenter, is of about some hundred meters. At the time-scale
of the observations (i.e. few years) it could be interesting to see how this kind of
constant translation may be observed in geodetical measurements.
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Conclusion

In this paper we have computed the degree one elastic and viscoelastic deformations of the
Earth using a theoretical approach. We have noted that for the degree-one deformations,
a Consistency Relation exists implying that the total force acting on the Earth has to be
equal to zero.

As geophysical application, we have computed the degree one elastic deformations induced
by atmospheric continental loading: the geocenter’s variation has semi-annual and annual
components and is about a few millimeters.

At secular time scale, we find that the post-glacial rebound involves a present rate of the
geocenter variation of about 0.2 - 0.4 mm/year.

At geological time-scale, we obtain a geocenter about a few hundred meters, varying on
the time-scale of the convection, i.e some millions years.

References

Alterman, Z., Jarosch, H. & Pekeris, C.H., 1959. Oscillation of the Earth. Proc. R. Soc.
London, A252, 80-95.

Dong, D., Dickey, J.O., Chao, Y. & Cheng, M.K., 1997. Geocenter variations caused by
atmosphere, ocean and surface ground water. Geophys. Res. Let., 24, No 15, 1867-1870.
Dziewonski, A.M., & Anderson, D.L., 1981. Preliminary Reference Earth Model PREM,
Phys. Earth Planet. Int., 25, 297-356.

Farrell, W.E., 1972. Deformation of the Earth by Surface Loads. Reviews of Geophysics
and Space Physics, 10,n°3, 761-797.

Gegout, P.; 1995. De la variabilité de la rotation de la Terre et du champ de gravité,
conséquente aux dynamiques de I’Atmosphere et des Océans. Thesis, Strasbourg, France.
Greft-Lefftz, M. & Legros, H., 1997. Some remarks about the degree-one deformation of
the Earth. Geophys. J. Int., 131, 699-723.

Munk, W.H. & MacDonald, G.J.F. 1960. The rotation of the Earth, Cambridge Univer-
sity Press, 323 pp.

Okubo, S. & Endo, T., 1986. Static spheroidal deformation of degree I. Consistency rela-
tion, stress solution and partials, Geophys. J.R. astr. Soc., 86, 91-102.

Ricard, Y., Richards, M., Lithgow-Bertelloni,C. & Le Stunff Y., 1993. A geodynamical
model of mantle density heterogeneity. J. Geophys. Res., 98, 21895-21909.

Saito, M., 1974. Some problems of static deformation of the earth. J. Phys. Earth, 22,
123-140.

Sillard, P., 1998. Les variations du géocentre determinees par DORIS et les autres tech-
niques de geodesie spatiale. Journées DORIS 1998, Toulouse, 28 Avril 1998.

32



4.2 Mouvements du géocentre - Syntheése sur les concepts et les mesures

La comparaison des variations calculées du géocentre avec celles observées par la géodésie
spatiale n’est pas aisée, les géodésiens ne se repérant pas dans un systeme lié au centre de
masse, et la sphere de référence initiale utilisée par les géophysiciens étant quelque peu
fictive.

Dans le cadre du Groupe de Recherche AGRET (Astrométrie, Géodynamique et Systémes
de Référence) qui a pour "mission d’organiser des études trans-disciplinaires dans des do-
maines ol les géophysiciens et les géodésiens sont susceptibles de s’ épauler mutuellement”,
un groupe de travail s’est mis en place, afin que les géodésiens et les géophysiciens se met-
tent d’accord sur une définition, et que les relations entre les différentes mesures et les
reperes de la géophysique soient clairement établies, si elles existent.

En tant que membre du Conseil Scientifique d’AGRET), j’ai coordonné ce groupe. A l'issue
d’un peu plus d’une année de travail, un manuscrit de revue sur le sujet a été établi. Je le
transmets intégralement ici car il pose bien les différents problemes et propose quelques
recommandations.
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Concepts et définitions

Centre de masse

La masse du systéme Terre (comprenant la Terre solide, son noyau fluide,
I’océan et ’atmospheére), considéré comme un systéme isolé, se conserve.

Le centre de masse C,, est défini par la nullité du moment de degré 1 de la densité
dans le volume du systeme :

[ P =0 (57)

TVsysteme
ou P sont les points courants de I'intérieur du systéme, M7 la masse totale et p la densité
de la planete.
Il semble préférable de rejeter le terme ’centre de gravité’.
En Dabsence de toute force extérieure (nous ne prenons pas en compte ici I'influence
gravitationnelle du Soleil, de la Lune et des planetes), la Terre est un systéme isolé, quels
que soient les déplacements de masse générés en son sein d’apres le principe d’action-
réaction.

Modélisation des mouvements de stations et relation avec les repéres de référence

En géodésie comme dans toutes les sciences métrologiques, on distingue traditionnellement
le concept de sa réalisation. Pour les systemes de référence, cette distinction s’opere
comme suit:

e un systeme de référence terrestre idéal est un espace affine euclidien muni d’une base
orthonormée comobile avec la surface terrestre, d’échelle proche de I'unité, d’origine
voisine du centre des masses de la Terre
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e un systeme de référence terrestre conventionnel consiste en la description des lois de
la physique, des constantes et des algorithmes réalisant le systeme idéal

e enfin, un repere de référence terrestre conventionnel est la donnée de coordonnées
d’évenements exprimées dans le systéeme conventionnel précédent. Ces évenements
sont par exemple les positions occupées par un ensemble de stations (réseau) a
un instant donné. On dit alors que le systéme terrestre est réalisé par le jeu de
coordonnées des stations du réseau. Le repere est donc une réalisation du systeme
terrestre.

Le concept de systeme idéal est relativement flou, mais est nécessaire pour construire une
hiérarchie théorique entre un concept et sa mise en pratique. Dans un sens, le systeme
conventionnel est lui aussi une réalisation du systeme idéal. Puisque la notion de systeme
idéal est floue, on peut tres bien considérer que deux systémes conventionnels n’ont pas
la méme origine. C’est ce que nous faisons dans la suite du texte. On considere deux
systemes conventionnels, I'un vérifiant rigoureusement les hypotheses du systeme idéal
(repére non tournant, centré au centre des masses de la Terre et d’échelle unité), et 'autre
possédant une orientation, une échelle et une origine arbitraires. La transformation entre
ces deux systémes est une similitude (les bases sont des triédres orthonormés). Ainsi, on
écrira pour une station indicée i:

Cu(t) = OMY(t,) + (t — t,)OMY + T (t) + p(O)R(t) [OML(t,) + (¢ — t,)OM?]  (58)
ou O est l'origine du second systéme,?(t), u(t) et R(t) correspondant respectivement au
vecteur de translation, au facteur d’homothétie et a la matrice de rotation qui permettent
de changer de systeme. On en déduit une relation entre les coordonnées cartésiennes de
la station dans les deux repéeres:

X; Xy Xy _ .
vi | = | e |+ @—to) | V7 | + T+ n®R) |00 (1) + (t — t)OMTF| (59
Z; Z? Z?

Du fait de la forme presque sphérique de la Terre, les déformations s’étudient au mieux
a partir d’une représentation de tous les parametres dans un systéeme de coordonnées
sphériques par des fonctions sphériques, notées Y, (6, A), fonctions harmoniques de degré
n et d’ordre m, solutions de I’ équation de Laplace. Ainsi les fonctions excitatrices, le
champ de déplacement sphéroidal (r, 6, A) et la perturbation du potentiel de gravitation
®(r,0,)\) vont se développer en séries de fonctions sphériques; on aura par exemple:

@(r, 0, ) ZZ%n 9m+%4me) (60)

n=1m=—n

o n

B(r,0,\) =D Y B, (r)Y,7(6, )

n=1m=-—n
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ou # et \ sont respectivement la colatitude et la longitude. 1l faut noter que le terme de
degré n = 1 dans la décomposition en harmoniques sphériques du déplacement décrit une
translation de la planete.

Un repere ayant pour origine le centre de masse C,, est un repere naturel pour
I’orbitographie des satellites. En effet, dans ce cas, le potentiel gravitationnel ne comporte
pas de terme de degré 1 dans sa décomposition en harmoniques sphériques. Dans une
certaine mesure, c¢’est aussi un repere naturel pour la forme de la surface océanique.

Le point de vue géophysique (supposant a-priori un systéme de référence et une config-
uration de référence (non observable) dont on étudiera les perturbations) se situe lui-aussi
dans un cadre dynamique et il parait donc naturel de prendre un repere centré au centre
de masse C,,. La configuration de référence sera donc centrée en son centre de masse C,.
Sous 1'effet de redistributions de masse de degré 1 (par ’degré 1’, on entendra, par la suite,
degré 1 dans la décomposition en harmoniques sphériques), la Terre se déforme; on pose

Crd,(t) = O T} + T (1) (61)
On peut montrer qu’au premier ordre en déplacement, la position des stations se déduit
de leurs positions initiales par une translation locale faisant intervenir les nombres de
Love h; et [; associés respectivement au déplacement radial et tangentiel.
Soit une surcharge en surface dont le potentiel de degré 1 s’écrit:

ST(0, ) = Sipcosf + (S7; cos A+ S5, sin \) sin 6 (62)

Sous l'action de cette surcharge la Terre se déforme et le déplacement de sa surface
(r = Rr, ou Ry est le rayon de la sphere initiale de référence) s’écrit, en coordonnées
sphériques:

hy 5¢(0,2)
9o
ur (0, 2) , L S1(0.0)
U(Rr,0,)\) = | ug(0, ) | = | "too 90 (63)
ux(6, \) 1 885(0,))
19, “sin 60X

ou g, est la gravité radiale en surface. Les nombres de Love h; et [; se calculent en
résolvant les équations de la gravito-élasticité et des conditions de continuité pour une
Terre soumise a une surcharge en surface, dans un repere lié au centre des masses de la
Terre déformable. Si la sphere initiale de référence est compressible, stratifiée radialement
en densité et en rigidité selon le modeéle sismologique PREM (Anderson and Dziewonski,
1981), on obtient les valeurs numériques : h; = —1.2858 et I; = —0.8958. Il faut noter
que l'on trouve dans la littérature des nombres de Love exprimant les déformations dans
des repeéres non-centrés au centre des masses de la Terre déformable (par exemple Farrell
(1972)).

On peut calculer les perturbations des coordonnées cartésiennes, notées (X;, Y;, Z;) d’une
station M; située a la colatitude 6; et a la longitude A;, dans un repére lié au centre de
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masse, sous 1’action d’une surcharge en surface:

CuM; = Ryé, + @(Rr, 0;, Ni) = Xi6, + i€y + Zi€, (64)

((v. _ vo — hit+2li ST1 hi-li | S1oye Stiys St (lye _

-~ yo _ hi4+2l1 Si; hi—li [S10y¢ Stiyvs _ Sti(lye
Y=V = BT+ M [T0Y5 4 5 Y — JH(EYS + Yao)

avec ¢ 3 9 290 (65)
7, 7 = b S 4 sk [pSv + S + o]
avec [X7, ;/io, Z?] = [Rrsin§; cos \;, Ry sin 6; sin \;, Ry cos 6;].
Les harmoniques sphériques de degré 2 sont définies par:
Yoo = M; Yy, = 3sinf;cosf; cos \;; Yy, = 3sinb; cosf; sin \;; (66)

2
Y, = 3sin(6;)? cos 2)\; Yy = 3sin(6;)?sin 2

Centre de figure et centre de forme

Pour rejoindre le point de vue géodésien, il faut trouver dans le déplacement @(Rr, 8, \)
local une partie globale.

D’un point de vue strictement géométrique, on peut définir un centre de figure Cy par
rapport la surface de la Terre Sye.re (solide et liquide) tel que :

% / Cr8ds = 0 (67)

STe'M'e

ou S sont les points courants de la surface terrestre d’aire A.
Pour calculer les coordonnées du centre de figure Cy, on considere le déplacement moyen
en surface dans un repere lié au centre de masse:

[ [ X;sin(6;)db;d\; ST
o= sin(6;)d6;d ) 2, | St
cocy— L | JYisin@dnax, | _mr2 | 2 -
471' 3
[ [ Z;sin(6;)d0;d)\; S1o

Pour les valeurs numériques des nombres de Love h; et [; données précédemment, on

trouve ’“EA = —1.025; D'élasticité du manteau est négligeable pour la détermination
du centre de figure (une planéte parfaitement rigide aurait hy = —1; [y = —1 et donc
hi+2h _1)
AL .
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Il ne faut pas confondre ce centre de figure avec le centre de la sphere translatée. En
effet, au premier ordre en déplacement, d‘apres I’équation (65) on a la relation:

c s S
(Xz_hl gll)2+(}/i_h1 gll)2+(Zi_h1 glO)QZR% (69)

La forme de la sphere dans I’état perturbé est une sphére translatée. On peut définir un
centre C'torme comme le centre de la sphere précédente translatée avec:

hy ST

Jo
St

C’m8 forme — hlg_" (70)

Sio
h 9o

Il faut noter que I'élasticité du manteau n’est plus négligeable pour la détermination du
centre de forme (h; = —1.2858 # —1).

Néanmoins, si I’on peut définir mathématiquement cette notion de forme, ou encore de
topographie de degré 1, il est difficile de la relier aux observations des stations.

La notion de centre de figure a été fréquemment utilisée dans la littérature (Trupin et al.
1992; Dong et al., 1997; Greff and Legros, 2000). Cependant, la réalisation de ce centre de
figure repose sur un échantillonage de la surface terrestre par des stations d’observations.
Il s’ensuit une réalisation imparfaite et éventuellement biaisée de ce centre de figure.

Origine du repere géométrique

On introduit un centre géométrique défini par les mesures. Dans cette référence
géométrique que nous allons préciser, la position du centre de masse varie dans le temps.
Etant donné un réseau de stations réparties a la surface de la Terre, I'analyse des ob-
servations par les méthodes dynamiques (ces méthodes reliant la position des stations
de suivi aux trajectoires calculées par rapport au centre des masses) permet de réaliser
un repere géométrique implicite par 'attribution de coordonnées explicites aux stations.
Autrement dit, les coordonnées apparaissent dans les équations de réduction des observa-
tions; les éléments de définition du repere [cf équation (58)] eux n’interviennent pas.
Soit un réseau de N stations M;, ¢ = 1..N. On définit le barycentre G de ce réseau par:

iG_MZ:G (71)

=1

On peut noter que cette équation (71) est un pendant de ’équation (67) dans le cas d’une
Terre échantillonnée.

Un réseau de stations représente un échantillonnage non uniforme de la surface terrestre.
Il s’ensuit que la position de son barycentre differe par une translation constante inconnue
de celle du centre géométrique. Mais, pour un méme réseau de stations, les variations
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temporelles de G sont identiques a celles du centre géométrique.

Le rattachement au centre de masse de ce repere géométrique implicite est obtenu en
imposant, dans ’analyse, la nullité des coefficients de degré 1 dans la décomposition en
harmoniques sphériques du potentiel gravitationnel.

Recommandations

On recommande d’appeler géocentre, ce centre géométrique défini par les mesures. On
utilisera cette définition dans la suite.

L’ITRF 2000 (International Terrestrial Reference Frame) réalise une origine O du
systeme conventionnel qui est, elle-aussi, rattachée au centre de masse en annulant les
coefficients de degré 1 du potentiel gravitationnel. On peut recommander aux géodésiens
de se repérer par rapport a cette origine.

Les géophysiciens travaillant dans une configuration initiale de référence non-réalisable
perdront une constante par rapport aux observations géodésiques. En conséquence, seules
les variations temporelles du géocentre calculé et du géocentre réalisé pourront étre com-
parées.

Variations temporelles et réalisation du géocentre

Les variations temporelles du géocentre refletent les déformations de surface de la crofite
terrestre correspondant a une translation globale du réseau dans un large spectre de
fréquences.

Elles sont causées par des phénomenes de charges de degré 1 internes ou en surface:

e des phénomenes séculaires (tectonique, rebond post-glaciaire, évolution dynamique
des masses mantéliques par convection ... )

e des phénomeénes maréaux (marées terrestre, polaire...)

e des phénomenes de forgage (surcharges en surface, de type eaux continentales, neige,
glace, atmosphere, océans ...)

e des phénomenes aléatoires dus a des causes accidentelles (séisme ...)

La réalisation du géocentre passe par 1'ajustement des coordonnées (par exemple Xj;)
de chaque station ¢ par rapport a un référentiel ayant pour origine C),, au moyen d’une
modélisation qui inclut:

e une constante X,; qui définit la position de la station a un date donnée par rapport
au géocentre

e des termes variant dans le temps: un terme séculaire X;t qui traduit une translation
lente de chaque station du réseau et des termes périodiques qui représentent les
déplacements diis aux surcharges ou aux marées a la fréquence wy,
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e un terme aléatoire ¢;(¢)

On peut donc décrire la variation temporelle des coordonnées (par exemple X;) dans le
référentiel ayant pour origine C), sous la forme:

Xi(t) = Xoi + Xt 4+ Spal sin(wit — 6L) + €(t) (72)

C’est la partie commune a toutes les stations qui est interprétée comme une mesure de la
variation du géocentre.

Dans la figure suivante, on montre un exemple détermination des termes annuels et
semi-annuels du géocentre issu de la solution GRIM5 (GRGS/GFZ).

Geocenter movement (annual + semi—annual)
computed from all GRIM5 data
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Figure 12: Exemple de détermination des termes périodiques an-
nuels et semi-annuels du géocentre issu de la solution GRIMS
(GRGS/GFZ)

40



4.3 Modes de Slichter

L’approche théorique permettant de calculer les déformations statiques de degré 1 peut
étre étendue a I’étude des modes gravito-inertiels et sismiques. Je me suis particulierement
intéressée au mode de Slichter (mode gravito-inertiel de translation de la graine). Nous
avons résolu analytiquement, pour le degré n = 1, le systeme de y; pour un modele de
Terre simplifié comprenant trois couches homogenes incompressibles (le manteau, le noyau
et la graine), en conservant cette fois les termes inertiels. La rotation a été négligée dans
ce calcul simplifié; elle aurait pour effet de transformer ce mode en un triplet (phénomene
classiquement appelé ’splitting’ des modes). Nous avons montré que comme pour le
probleme de déformation statique, il existe une relation de Consistence entre les différents
y; (avec cette fois des termes dépendant de la fréquence), et que I'on doit rajouter la
conservation du centre de masse de la Terre globale pour résoudre le systeme.

La valeur de la période de ce mode dépend fortement du saut de densité & 'interface
graine-noyau fluide. Pour le modele PREM, elle est supérieure & 4 heures. Mais d’autres
parametres, tels que la viscosité de la graine, peuvent également influencer la période et
I’atténuation de ce mode. Les propriétés physiques de l'intérieur de la Terre profonde
ne sont pas trés bien contraintes par la sismologie: ceci explique I'intéret d’observer ce
mode par d’autres types de méthodes. Sa detection a ’aide des séries temporelles des
gravimetres supra-conducteurs est encore tres controversée: ’amplitude de ’excitation de
ce mode semble inférieure a quelques dizaines de nanogals et donc est fortement perturbée
par le bruit atmosphérique.

Les mécanismes d’excitation de ce mode sont encore mal connus. Nous en avons étudié
quelques uns. Ils doivent étre de courte période par rapport au jour.

e Pour modéliser 'effet d’un tremblement de Terre, nous avons étudié l'effet d’une
redistribution de masse instantanée en surface. Une perturbation de gravité de
quelques nanogals induite par un seisme correspondrait a une translation de la graine
de quelques centimetres.

e Avec notre formalisme analytique, nous avons calculé 'effet d’une variation tem-
porelle rapide dans la pression magnétique de degré 1 a I'ICB et a la CMB. Ce
forcage est tres efficace, mais l'existence de telles secousses magnétiques est tres
hypothétique. En effet, les observations magnétiques a la surface de la Terre sont
filtrées par un effet de peau lié a la conductivité du manteau inférieur et donc
n’apportent pas d’information sur la dynamique magnétique du noyau pour des
périodes inférieures a quelques mois.

Les progres dans ’exactitude et la précision des mesures géodésiques et gravimétriques
ont été de plusieurs ordres de grandeur depuis trois décennies, ouvrant de tres nou-
velles perspectives pour la connaissance de la Terre. On peut donc imaginer de nouvelles
méthodes qui nous permettraient d’atteindre les précisions nécessaires a la detection de
ce mode (voir le dernier chapitre avec le projet LICODY). L’observation de sa période et
son atténuation apporterait des informations sur les propriétés physiques et rhéologiques
de la graine et son amplitude permettrait de tester ses différents mécanismes d’excitation.
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SUMMARY

The degree-one deformation of the Earth (and the induced discrepancy between
the figure centre and the mass centre of the Earth) is computed using a theoret-
ical approach (Love numbers formalism) at short timescales (where the Earth
has an elastic behaviour) as well as at long timescales (where the Earth bas
a viscoelastic or quasi-fluid behaviour). For a Maxwell model of rheology, the
degree-one relaxation modes associated with the viscoelastic Love numbers have
been investigated: the M, mode does not exist and there is only one transition
mode (instead of two) generated by a viscosity discontinuity.

The translations at each interface of the incompressible layers of the earth model
[surface, 670 km depth discontinuity, core-mantle boundary (CMB) and inner-
core boundary (ICB)J are computed. They are elastic with an order of magni-
tude of about 1 mm when the excitation source is the atmospheric continental
loading or a magnetic pressure acting at the CMB. They are viscoelastic when
the earth is submitted Io Pleistocene deglaciation, with an order of magnitude
of about 1 m. In a quasi-fluid approximation (Newtonian fluid) because of the
mantle density heterogeneity their order of magnitude is about 100 m (except
for the ICB, which is in quasi-hydrostatic equilibrium at this timescale).

Key words: deformation, elasticity, relaxation modes, viscoelasticity.
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Secular variation of the geocenter

Marianne Greff-Lefftz
Geomagnetism Department, Institut de Physique du Globe de Paris, Paris, France

Abstract. The degree 1 deformations of Earth induced by a surface load are
computed, in a reference frame related to the center of mass of the planet, using a
theoretical approach (Love number formalism), at secular timescale, where Earth
has a viscoelastic behavior. The temporal variation of the coordinates of the
geocenter induced by the Pleistocenic deglaciation is investigated for two loading
histories (three ice sheets with the same time dependence or ICE-3G model) testing
different viscosity profiles within the mantle. The present-day secular variation of
Earth’s geocenter induced by postglacial rebound is found to be from 0.2 up to
0.5 mm/yr, and consequently, we suggest that observations from Space Geodesy of
this rate could be used to constrain the viscosity contrast between upper and lower
mantle.
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5 Perspectives: déformations pour un modele de Terre avec des
variations latérales

La théorie de la gravito-élasticité telle qu’elle a été exposée dans les sections précédentes
repose sur une sphere initiale de référence radialement stratifiée et en équilibre hydrosta-
tique. Or ce modeéle moyen de Terre n’ est qu'une premiére approximation de la Terre
réelle. En effet, d’une part la figure d’équilibre de celle-ci differe 1égeérement de 1’équilibre
hydrostatique, essentiellement a cause de la convection mantélique, et d’autre part, elle
possede des variations latérales en densité et en parametres élastiques. La plus impor-
tante est certainement celle liée a 'ellipticité de la Terre. L’effet de cette derniere, dans le
cas ou elle est supposée hydrostatique (c’est-a-dire la forme qu’aurait une planete fluide
sous l'action de sa rotation) a déja été étudié (Smith, 1974; Dahlen, 1976). Les effets
d’un état de précontrainte initiale non-hydrostatique (par exemple contrainte d’origine
tectonique ou contrainte newtonienne dans le manteau résultant de la convection) n’ont
jamais été pris en compte dans un calcul de gravito-élasticité. Or, des variations latérales
a grande longueur d’onde, comme par exemple la répartition croiite continentale - crotite
océanique, pourraient également perturber ces déformations.

Les équations de base de ce probleme ont déja été posées par les sismologues (voir Dahlen
and Tromp, 1998), en vue d’étudier les effets des variations latérales sur les modes sis-
miques: une application directe de ces équations étant les études de tomographie sismique.
Une étude faite en collaboration avec H. Legros, P. Gegout (EOST-Strasbourg) et Laurent
Métivier (Gravimétrie-IPGP) a commencé I’an dernier: nous avons établi les équations de
la gravito-élasticité pour Terre avec des précontraintes initiales non-hydrostatiques et des
variations latérales, ainsi que toutes les conditions aux limites nécessaires pour étudier
les déformations élastiques forcées par la marée luni-solaire ou par des surcharges atmo-
sphériques. Cela a fait le sujet de stage de DEA de L. Métivier. J’en résume ici les
principaux résultats.

5.1 Approche théorique

Modele de référence

Notre modele de référence a des précontraintes initiales, qui sont petites devant la pression
hydrostatique; on note o -
Y, =P, ]+ 0T, (73)

ol 07, comprend une partie pression non-hydrostatique et une partie déviatorique petites
devant la pression hydrostatique P,.

La densité s’écrira p, + dp, ol p, est la densité radiale et dp, les variations latérales. On
a alors une perturbation du potentiel gravitationnel qui obéit a I’équation de Poisson:

Ao+ 6@5) = —47G(p, + 0po) (74)

Le tenseur des contraintes obéit a I’équilibre:

—V P, + diveT, = —p,V®, — p, V6P, — 6p,V P, (75)
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Les différentes interfaces qui existent dans ce modele de référence (limite noyau-manteau,
manteau supérieur-inférieur, manteau-lithosphére, surface de la Terre ...) ne sont plus
sphériques mais ont une topographie liée a 1’état de précontrainte initiale.

Etat perturbé

On notera les perturbations sous la forme: i + 6%¢, @ + 5_1}, ®; + 6Py, de sorte a
se ramener toujours a l’état de référence initiale d’une spheére radialement stratifiée en
équilibre hydrostatique, donc & un modele moyen, type PREM, donné par la sismologie.
L’équation d’équilibre et de Poisson deviennent:

d?(i7 + Ou)

— = div (T} + 03] — (@4 01).VE,) + (9o +6po) V(@1 +V +6P1) (76)

(po + 5/00)

~div[(py + 0po) (i@ + 5u) ]V (P, + 62,)

A[®y + 68, | = 4nGdiv|(p, + 0p,) (i + )] (77)

En soustrayant les equations (18) et (19) & ces équations et en négligeant les termes
de second ordre, on obtient:

5, &0, dou
Po Po a2

= = div[6%] — (@.V)0T, + (6u.V) PI| + 0p¥ (@1 + V) + p, Vo, (78)

—div[po(s_ﬁ + 5,0011’]6@0 — div(p,) Vo,

ASD, = 4 Gdiv]p,dt + 0p,il] (79)

En introduisant le tenseur de Piola-Kirchoff défini dans la section (1) en (12) et sa per-

turbation 677 ¥, la conservation de I'impulsion s’écrira simplement:

4251 — = - == d*d - - -

poWQU—diV(STlpK—pOV(S(IH—poéu.VV(I)o = —5pod—tg+(5p0V(¢1+V)+5p017.VV<I>0+pOE.VV(5<I>O
(80)

Les tenseurs de Piola-Kirchoff et de Cauchy perturbés s’écrivent (voir Dahlen et Tromp,

1998, p79):

(5T1PK)Z.]. =Tijm (0w) e + 0Lk (w) e + 00w (w)k

(81)
(523)@. = Tyjr (6uw)p + 0lgim (w) p + 0Aijer (wi) k
(82)
1
avec 5Aijkl = 5 [_(5To)ij6kl + (5T0)kl6ij + (5T0)ik(5jl + ((5To)jk6il - (5To)il(sjk — ((STo)jléik]
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2
OTsjh = (6K N 55“) 0ijOkt + O [5ik5jl + 5il5jk]

ou K (r) et p(r) sont respectivement la partie radiale de I'incompressibilité et de la rigidité,
et 0K et 0u les variations latérales. On note que les équations (78) et (79) peuvent s’écrire
sous la forme:
d*du div[T: (Vou) + (0u.V)PI| — p,V6®; + div(p,0u)V®, = Fi  (83)
0~ 75 — VL . ol | = Po V{Po o=
p dt2 P 1 P 1

A6, — 4rGdiv(p,ou) = F

avec
- i = = N = . S S
F, = —5poﬁ+dlv[(5f+5/\) : (Vu)—(u.V)dTo}+(5,00V(<I>1+V)—dlv[épou]VQ)O—dlv(pou) Véd,

Fy = 4rGdiv(ép, @)

L’opérateur de gravito-élasticité qui s’applique a Su et & 0®; est le méme que celui des
équations (18) et (19); on a cette fois un membre de droite qui se calcule & partir des
solutions 4 et ;.

Les conditions aux limites sont inchangées, a savoir la continuité du déplacement,
des tractions, du potentiel et de la gravité a chaque interface solide-solide et en surface.
Néanmoins, comme nous allons les écrire sur la sphére initiale radialement stratifiée (pour
pouvoir soustraire les conditions aux limites associées a @ et ®;), il faudra prendre en
compte 'existence d’une topographie a chaque interface (que nous noterons dd) et donc
d’une normale 7!, = 7, — V58d non radiale & chaque interface. VS est le gradient tangen-
tiel.

Dahlen and Tromp (1998) ont montré que les conditions aux limites en surface et a chaque
interface solide-solide du modele de Terre sont:

o [6u]" = [~6d0y,a]”

o [fi, . 6TTK| = [~6d i10.00,TT% + V5d . TTF|”
o [0, = [-6d 0;,9]"
o ] = [t ronEr s

avec £ = —V®; + 471G p, i et 66 = =V P, + 4nG(8p,T + ,00(5_1’1)
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5.2 Résolution et applications géophysiques
Pour résoudre ce nouveau systeme, deux approches sont proposées:

e une approche en harmoniques sphériques:
de fagon similaire & @ et ®; [voir équation (21 .. 24)], on décompose Ju et §®; sur
une base de fonctions sphériques et on peut établir un systeme différentiel en dy;.

5yi (T) = Cij (T)éyz(’f‘) + b,

La matrice ¢;; est la méme que celle du systeme des y; (cf eq. 28): on pourra donc
utiliser le méme propagateur pour résoudre le systeme différentiel. On a cette fois
un second membre b; qui est directement relié a F; et F5. Tout le probléeme va étre
de décomposer b; sur une base de fonctions sphériques. Fi et F5 font intervenir des
produits de fonctions sphériques (par exemple dp,@). Il nous faut donc introduire les
harmoniques sphériques généralisées: en utilisant la loi de conversion de produit en
somme a l'aide des symboles de Wigner, on pourra alors décomposer b; sur une base
de fonctions sphériques généralisées. On aura des couplages dans les différents degrés
et ordres de la décomposition en harmoniques des différents parametres. C’est cette
approche qu’ont choisie d’étudier P. Gegout et H. Legros (EOST-Strasbourg).

e une approche en éléments spectraux:

on peut intégrer numériquement les équations a ’aide d’éléments finis (éléments
spectraux) afin de considérer des hétérogénéités de faibles longueurs d’onde. C’est le
but de la thése de Laurent Métivier que je co-encadre avec M. Diament (Gravimétrie-
IPGP). La modélisation se fait en collaboration avec le département de Modélisation
Physique et Numérique, en reprenant des travaux se rapportant au calcul des modes
propres de vibrations de la Terre (Theses de E. Chaljub et Y. Capdevielle). La
réalisation d’un code résolvant ces équations se déroule en deux étapes. La premiere
consiste a étendre la méthode des éléments spectraux appliquée a la Terre en ajoutant
le couplage déformation-gravité jusqu’ici négligé (le potentiel de redistribution des
masses ®; peut étre négligé pour le calcul des modes de vibrations (hypothese de
Cowling)). L’équation de Poisson doit étre introduite. La deuxiéme étape consiste a
prendre en considération des variations latérales et des précontraintes initiales non-
hydrostatiques. Ce probleme n’est pas trivial car de nombreux points mathématiques
doivent étre préciser, en particulier la symétrie ou la non-symétrie de 'opérateur de
gravito-élasticité.

La modélisation des perturbations générées par des variations latérales de densité
et de rhéologie dans les séries gravimétriques induites par les marées ou d’autres
sources d’excitation pourra s’appliquer a I’étude des structures de grandes échelles,
telles le super-bombement Polynésie, mais aussi a des structures plus petites, telles
que les édifices volcaniques, ou localement on observe des perturbations qui ne sont
pas expliquées par les modeles classiques de marées terrestres.

Cette approche pourra ultérieurement étre mise en oeuvre pour d’autres planetes:
par exemple pour la planete Mars qui n’est pas en équilibre hydrostatique et qui
possede des variations latérales a grande échelle d’origine dynamique comme Tharsis.
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Une perturbation de 'amplitude et un déphasage dans les marées martiennes dues
a l'attraction gravitationnelle du Soleil et de Phobos et Deimos pourra étre calculée
puis comparée avec les observations gravimétriques prévues par mission Netlander.

Quelque soit la méthode de résolution utilisée et les excitations géophysiques étudiées
(marées ou surcharges atmosphériques), il est nécessaire de disposer d’un modele de
référence avec des précontraintes initiales. Une collaboration avec A. Forte a été démarrée
sur ce sujet. Ses modeles d’anomalies de masse dans le manteau obtenus a partir de la
sismologie et de la géodynamique et le choix d’un profil de viscosité lui permettent de cal-
culer les contraintes newtoniennes et les topographies des différentes interfaces du modele
de Terre, associées a ces variations latérales. Ces parametres peuvent étre considérés
comme statiques sur une échelle de temps de quelques années.
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