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L'application de |'extension bivariate de la statistique de Fisher permet d'associer un tenseur d’inertie
a chaque direction principale de susceptibilité d'un échantillon de roche, en incluant I'incertitude lige
a la mesure. Il devient alors possible, aprés sommation tensorielle (éventuellement pondérée) d’esti-
mer, de fagon véritablement significative, I'ovale de confiance autour de chacun des axes principaux
de susceptibilité de I'ensemble des échantillons d'un méme site.

Mots-clés : Statistique sphérique, Anisotropie de susceptibilité magnétique, Directions orientées.

Application of the bivariate extension of Fisher’s statistics
to the magnetic susceptibility anisotropy data:
integration of the measurement uncertainties

on the orientation of the principal directions

Application of the bivariate extension of Fisher's statistics allows the determination of the inertia ten-
sor, for each principal susceptibility direction of each rock sample, including the uncertainty related to
measurement. The diagonalization of the tensorial means then yield to obtain significant uncertainty
for the orientation of each principal axis of susceptibility for all the samples within the same site.

Henry and Le Goff, 1995) yields to take this
uncertainty into account.

Keywords: Spherical statistics, Magnetic susceptibility anisotropy, Oriented directions.
HE classical statistical analyses for the
magnetic anisotropy data are based on

T the mean tensor (Hext, 1963; Jelinek,

This method is fully parametric and is

1978), possibly connected with the hootstrap
method (Constable and Tauxe, 1990}, or on
axial (Watson, 1960; Scheidegger, 1965) or
vectorial (Fisher, 1953) statistics (Eliwood and
Whitney, 1980; Parks et al., 1988). However,
none of them integrates the measurement
uncertainties (Jelinek, 1973, 1977) on the
orientation of the principal directions them-
selves, The bivariate extension of Fisher's sta-
tistics (Le Goff, 1990; Le Goff et al., 1992;

based on the establishment, independently for
each of the principal susceptibility axis, of
simple algebraic relations between the inertia
tensor (three principal directions £), { with the
indices max, int or min, and their correspond-
ing principal values A, Band Cwith A> B>>C
and A + B+ C=2 Nwhere Nis the number of
unit vectors) and the parameters of the biva-
riate statistics (Direction D, I, and its confiden-
ce ellipse defined by the minimum and maxi-
mum precision parameters k and k and the
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angle Q between the long axis of the ellipse
and the meridian).
From the inertia tensor, these parameters

are given by

k =(B+A)/(C+B-4)

(1)  and
k= (B+A)/(C-B+ A),
(%) = 1OV N,
(2)
ay. () = 140/ k}_,N,
and
(3) Q = arccos (sin L /cos i ).

Inversely, to calculate the inertia tensor
from the bivariate statistics dala, the principal
values are given by

C=2N(k+k)/Qkk+k+k),
(1) Y B=N@hh+k -h)/(2 kxhﬁ’ k+k)
L A=N(2 kxk;_ kx+ k;.)/(2 kxk‘.} kx + kvj‘

and wwo rotations are then applied (of the
angle & around the vertical, and in the direc-
tion D, [).

For each of the principal susceptibility
axes of each sample, the measurement proce-
dure using Kappabridge KLY-2 associales a
confidence ellipse defined by its maximum
and minimum «, values. It is easy from these
two values to calculate, using the relations (2)
to (4) first k& and k‘ (with N =1 because the
considered scattering is related to a single
direction), and sccond the principal values of

the inertia tensor associated with this dircc-
tion. Finatly, as the maximinn and intermedia-
te directions of this inertia tensor are the
other susceptibility axes, £ can be calculated
and therefore the whole inertia tensor,

The mean inertia tensor becomes the sum
of cach of these last tensors for all the samples
of a site. This calculation yields thus the inte-
gration of the measurement uncertainty in the
determination [using relations (1) to (3)] of
the confidence ellipse for the considercd sus-
ceptibility axis. ‘The same procedure is repea-
ted for the two other susceptibility axes, in
order to obtain the three contidence ellipses.

A weighting can be applied for this deter-
mination of the mean inertia tensors. The
most interesting weighting is based on the
concentration parameters (for example using
\/kx_kwhich is the inverse of the variance of
the scatlering}. This is equivalent to a dissocia-
tion of the study of the different susceptibility
axes. For each axis independenily, one sets ofl
by this weighting the best specified directions
(and thus very probably the ones closest to the
structural directions}. The figure shows an
cxample with a weak anisotropy and a strong
scatlering in the magnetic foliation. Using the
classical Hext-Jelinek statistics, the directions
are undetermined in this plane, but the biva-
riate statistics, particularly using a weighting
by \/kxTyyield the structural directions locally
visible in the studied site.

o . S S Y SR

INTRODUCTION

[’analyse d'un ensemble de données
d’anisotropie de susccptibilit¢ magnétique
provenaut d’un méme site géologique se [ait,
de facon classique, par le calcul du tenseur
moyen de I'ensemble des tenscurs d’aniso-
tropie associés a chaque échantillon (Hext,
1963). La difficulté majeure pour interpréter
les résultats de ce calcul provient de la dis-
persion (qui peut étre grande) des valeurs
individuelles de la susceptibilité globale
(bulk susceptibility) ct de cclle des rapports

d’axe d’anisotropie. En un mot, les direc-
tions propres des tenseurs d’anisotropie
entrant dans le calcul de leurs moyennes ne
sont pas statistiquement équivalentes. Tl
semble, a priori, plus significatif d’effectuer,
pour chaque échantillon, une normalisation
préalable des termes du tenseur par la sus-
ceptibilité globale, pour éviter que la moyen-
ne tensorielle ne soit dominée par les ¢chan-
tillons a forte susceptibilit¢ (Jelinck, 1978).
Mais dans cc cas, dcs ¢chantillons a tres
faible susccptibilité, ceux dont l'incertitude
de mesure sur les directions peut éure impor-
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tante, ont le méme poids que des ¢chan-
tillons pour lesquels I'anisotropie est plus
précisément définie grace a une plus forte
susceptibilité. Ce procédé de normalisation
introduit, lul aussi, un biais dans le calcul des
moyennes et ne permet donc pas d’obtenir
des informations statistiquement satisfai-
santes sur la dispersion des directions
propres d’anisotropie. De plus, si le tenseur
d’anisotropie de susceptibilité, par la gran-
deur rclative de ses valeurs propres, contient
intrinséquement ses variances (Hext, 1963),
il ne faut pas oublier que viennent se super-
poser les incertitudes de mesure (Jelinek,
1978, 1977). Or, les méthodes proposées
actuellement ne tiennent compte que de la
dispersion statistique des directions princi-
pales individuelles, ou des variances intrin-
séques des tenseurs moyens, sans se préoccu-
per de la propagation de ces incertitudes de
mesure. La méthode proposée ici comble
cette lacune, et permet en méme temps une
analyse statistiquc générale des directions
moyennes de 'anisotropie représentative
d’un site ou d'une formation géologique.

LES METHODES STATISTIQUES UTILISEES

Les méthodes utilisées actucllement peu-
vent étre décomposées en trois groupes :

~ Les premiéres (Hext, 1963 ; Jelinek,
1978) supposent d’abord que le tenseur
moyen normalisé est un bon estimateur de la
susceptibilité de I'ensemblc des échantillons.
L’estimation des limites de confiance est
faite ensuite en étudiant les variances dans le
plan perpendiculaire aux vecteurs propres,
en appliquant la propagation linéaire de
petites {luctuations a valeur moyenne nulle,
selon I’hypothése d’une distribution nor-
male. C’est une technique robuste, méme si
on observe une sous-estimation des incerti-
tudes dans le cas des fortes dispersions
(Constable ct Tauxe, 1990 ; Lienert, 1991).

- Les secondes sont une adaptation dcs
statistiques axiales ou vectorielles habituelles
(tenseur d’inertie) (Watson, 1960, 1966),
tenseur d’orientation (Scheidegger, 1965 ;
Mark, 1973), statistique de Fisher (1953),
mais en considérant, cette fois, les trois lots

de directions principales indépendamment
(Ellwood et Whitney, 1980 ; Parks et al.,
1988). Le caractére elliptique de la disper-
sion autour des axes principaux n’étant pas
pris en compte, ces méthodes sont en
défaut, particulierement dans lcs cas ou les
échantillons présentent un ellipsoide de sus-
ceplibilité a symétrie quasiment de révolu-
tion (Ernst et Pearce, 1989).

- Les troisiemes font appel aux procédés
de la simulation statistique dont la méthodc
« bootstrap » de Constable et Tauxe (1990)
est un récent exemple. Le « bootstrap » est
appliqué a la génération d’un nombre artifi-
cicllement grand de « pseudo-tenseurs d’ani-
sotropie moyens normalisés » calculés a par-
tir des.valeurs réellement mesurées, ct
redistribuées au hasard. Les « variabilités »
autour de chaque direction propre « moyen-
ne » sont analysées séparément a I'aide de la
statistiquc FB, de Kent (1982) qui, contraire-
ment aux methodes du deuxiéme groupe,
tient compte de ellipticité de la dispersion
des axcs. Méme si cette technique est
altrayante, elle n’est pas miraculeuse, et un
trop faible nombre de spécimens (moins dc¢
12) limitera toujours la fiabilité des estima-
tions, que ce soit par des méthodes paramé-
triques ou par des simulations.

NOUVELLE METHODE PROPOSEE

Mettant 2 profit le caractére entiérement
paramétrique et « algébriquement réversi-
ble » de 'extension bivariate de la statistique
de Fisher (Le¢ Goff, 1990 ; Le Goff et al.,
1992 ; Henry et Le Goff, 1995), le calcul des
moyennes vectorielles n’est plus celui de
directions propres isolées, mais cclui de
directions propres auxquelles sont associés
des paramétres d'une ellipse d’erreur.

Sans entrer dans les déails de la démons-
tration, on peut écrire que les paramétres de
la statistique bivariate sont tous contenus
dans le tenseur d’inertie I (opposé tensoriel
de la matrice des covariances) de I’ensemble
des directions individuclles considérées. Ces
paramétres sont le nombre N de directions
initiales (ou d’échantillons), la direction
moyenne (1_), 1), les cocfficicnts de concen-
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Exemple pris dans un site des gres
rouges permiens de la bordure SW de
I'Argentera (projection stérécgraphique
dans I'hémisphére inférieur) : a) Axes
de susceptibilité maximale (carrés),
intermédiaire (triangles) et minimale
{cercles) avec leur ellipse de confiance
lide & fa mesure pour les différents
cchantillons. b) Axes de susceplibilité
(voir ci-dessus) des échantillons (figurés
vides) et moyens {figurés pleins) ;
ellipses de confiance par les méthodes
Hext-Jelinek (tirets) et bivariate, avec
(traits continus) et sans (pointillés)
pondération par vk, ky. ¢) Poles des
plans de stratification {carrés vides) et
de schistosité de fracture visible trés
localement {cercle plein) et intersection
stratification-schistosité (étoile vide).
spme

Example from a site of Permian red
sandstone in the south-western border
of the Argentera (sterengraphic
projection in the lower hemisphere):

a) Maximal (squares), intermediate
{triangles) and minimal (circles)
susceptibility axes with their confidence
ellipse related to the measurement for
the different samples. b) Susceptibility
axes {see above) of lhe samples (open
symbols) and mean axes (full symbols);
Confidence ellipses using Hext-Jelinek
(dashes) and bivariate with {continuous
lines) or without (dotted lines)
weighting by vk, k- methods.

¢} Stratification (open squares) and
local fracture cleavage (full circle) poles
and intersection stratification-cleavage
(open star).
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tration perpendiculaires ket & , et I'angle
& définissant la direction d’ahongement
de I'ellipse par rapport au méridien de
la direction moyenne. Cette statistique
converge strictement vers celle de Fisher
avec k=k =k (et Q indéterminé). Inverse-
ment, connaissant les parameétres Nl., f o Dw
kx, i k)‘, » Q,d'unc population de¢ M directions
moyennes, on connait aussi immédiatement
le tenseur L, et, pour calculer une moyenne
pondérée de ces M directions, on calcule la
somme tensorielle suivante, ou w, est le poids
attribué a chaque direction :

M

Imoy = Z w; L/ Z w;.

=1

_ _On extrait ensuite de I les parametres
I,D,k, k , Q représentatifs de la moyenne
de la population. L’cllipsc de confiance
autour de cette derniére direction moyenne
peut alors étre calculée en considérant
qu’clic a ¢té obtenuce avec I total pondéré
des échantillons de chaque direction indivi-
duelie :

M

Nmny = E Wy N,

=1

A, Bet C élant les valeurs propres de I,
avec A > B>> C, et les directions (D, I
propres minimale, intermédiairc ¢t maxi-
male d’inertie étant affectées des indices
min, int et max, les formules spécifiques de
la statistique bivariate sont lcs suivantcs.

(1) les parameétres de dispersion perpen-
diculaires

k =(B+A)/(C+B-A)
<t k= (B+4)/(C-B+A);

(2) les demi-axes de conliance autour de
la direction moyenne a,, (x) = 140/ \/kx_Net
Qg () = 140/VEN.

(3) angle Q Kf =arccos (sin I /cos [ . };

(4) inversement, pour calculer le tenseur
1 quand on connait D, I, k , k ,Q:

d’abord les valeus propres (ou le tenseur
diagonal),

C=2N(k+k)/(2RE+k+k),
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B=N@kk+h—k)/(2hk+k+k),

A=N@kk-kAk)/@kh+h+k),

ensuite, une premiére rotation d’un angle
autour de Oz ct enfin une deuxiéme rotation
dans la directon (/, D ).

Cette statistique bivariate permet en pra-
tique une analyse beaucoup plus compléte
que la simple étude de dircctions mesurées
ou la méthode « boolstrap », puisqu’elle
peut apporter une réponse au probleme-lé
de 'intégration dans le calcul des incerti-
tudes sur 'oricntation de chaque axe princi-
pal de susceptibilité. Pour chaque échan-
tillon, la procédure de mesure utilisée avec
le Kappabridge KLY-2 associe, & chacune des
trois directions principales,un ovale dc
confiance (lié 4 la précision de la mesure)
défini par dcux valeurs de a, (Jelinek, 1973,
1977). En pratique, on obtient, en méme
temps que les trois directions principales,
trois valeurs de a,, associées chacune a un
plan contenant deux des trois directions
principales. Or, connaissant lcs deux valeurs
maximale ¢t minimale de o , pour une
direction principale d’anisotropie, on peut,
par Jes relations (2) a (4), calculer d’abord &,
et k (en faisant N = 1 puisqu'il s'agit de la
dlsperslon autour de la direction considéréc
et non de l'incertitude sur une moyenne),
puis les valcurs propres du tenseur d'inertie
associé a cette direction. Cette derni€re cor-
respond i la direction principale minimale
du tenseur d’inertie. Les deux autres direc-
tions principales de ce tenseur d'inertie sont
les deux autres directions propres du (cnseur
d’anisotropie, mais rangées dans lordre des
g croissants, ce qui permet de calculer £,
puls le tenseur d’inertie complet. II est alors
possible de sommer les tenseurs pour les dif-
fércnts échantillons, afin d’obtenir par les
relations (1) a (3) 'ellipse de confiance asso-
ciée, pour cet axe d’anisotropie, a
I’cnsemble des échantillons. En répétant
cette opération pour les deux autres axes
d’anisotropie, on obtient finalement les trois
ellipscs de confiance.

Les pondérations a appliquer peuvent
étre de différentes natures selon lcs cas. Il
devient inutile d’appliquer une pondération
par un coefficient lié a la forme de ellip-
soide de susceptibilité, car lcs différentes
valeurs de a,, sont en relation directe avec
cctte forme. Une pondération en relation
avec la susceptibilité globale peut fairc res-
sortir le cas de diftérentes familles minéralo-
giques. La pondération la plus intéressante
reste toutefois basée sur la concentration, en
utilisant par exemple Vi ok qui est Uinverse
de la variance de la dispersion. Cela revient a
dissocier 1'étude de chaque direction princi-
pale en faisant ressortir indépendamment
pour chaque axe, par une pondération, les
directions les mieux définies (donc sans
donte les plus prés des directions structurales
auxquclles elles sont lies); le résultat n’est
alors plus biaisé par le fait que les trois direc-
tions principales moycnnes sont nécessaire-
ment perpendiculaires pour les statistiques
basées sur un tenseur d’anisotropic moyen,
ce qui n’est pas toujours le cas des directions
structurales.

La figurc présente un exemple ou l'aniso-
tropie est [aible, la dispersion importante
dans le plan de la folation magnétique et
Iincertitude de mesure wés différente d'un
échantillon a P'autre : pour les axes intermé-
diaires et maximaux, les directions sont
presque ind¢terminées dans ce plan selon les
résultats de la méthode HextJelinek, alors
qu'elles sont distinctes avee I'analyse bivaria-
te, en particulier apres pondérqtinn par
vk, k. Ces directions traitées par la statis-
thue i)lnrnte apparaissent ¢n relation étroi-
te avec les directions structurales dominantes
visibles (axe minimal et pdle de la stratifica-
tion, axe maximal et intersection stratifica-
tion-schistosité}, malgré une dispersion tres
importante des directions mesurées. L'appli-
cation d'une pondération apportc icl une
diminution de la zonc d’incertitude des axes
dc susceptibilité. Cette méthode permet
donc d’affiner I'analyse des dircctions princi-
pales d’anisotropic dans certains cas diffi-
ciles.
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